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Vorwort. 



Für die Bearbeitung dieses zweiten Teiles meiner fanktionen- 
theoretischen Vorlesungen sind mir im wesentlichen dieselben Grund- 
sätze maßgebend gewesen wie für den ersten. Auch hier haben mir die 
BiEMANNschen Vorstellungsweisen überall das Gerippe geliefert^ um 
das sich alle Entwicklungen gruppieren. E^ ist in der Tat merk* 
würdig; wie wenig Riemakns Vorgang gerade auf diesem Gebiete 
Nachfolger gefunden hat; ich wüßte nur die Skizze in der ersten 
Auflage von G. NEUMAinirs AsELschen Funktionen und den ^^Abriß'' 
von Thomae zu nennen. Selbst so gute Kenner der RiEMANKschen 
grundlegenden Anschauungen wie DuB£:aE und Herr EöNiGSBEBaER 
haben in der Theorie der elliptischen Funktionen von diesen An- 
schauungen verhältnismäßig wenig Gebrauch gemacht.^ Und doch 
gibt es auch hier eine Beihe von Fragen, namentlich die mit dem 
Umkehrproblem zusammenhängenden, die gerade auf dem Biemank- 
schen Wege am einfachsten und durchsichtigsten erledigt werden können. 

Andererseits schien es mir durchaus erforderlich, in dieses Ge- 
rüste die weiteren Entwicklungen einzuarbeiten, die seit Biemann 
teils auf Grund seiner Ideen, wie z. B. in der Theorie der Modul- 
fnnktionen, teils unabhängig davon, wie namentlich durch Weiebstbass, 
neu hinzugekommen sind. Zur Übernahme einer solchen Aufgabe 
durfte ich mich vielleicht deswegen berufen glauben, weil ich in die 
WEiEBSTBASssche Thooric der elliptischen Funktionen von Herrn 
H. A. ScHWABZ, in den BiEMAimschen Ideenkreis von Herrn F. Klein 
eingeführt worden bin. Für die DetailausfübrungBiEMANNScher Ansätze 
habe ich auch viel aus den Schriften von Herrn J. Thomae geschöpft. 

Das Buch beginnt mit den elementarsten Sätzen über die Ir- 
rationalität '^f^[z)j bzw. j//^^. und die von ihr abhängigen Integrale. 
Doch habe ich mich bei diesen möglichst kurz aufgehalten, um so- 
bald als möglich das Problem der Umkehrung des Integrals erster 
Gattung zu formulieren. Der in vielen Lehrbüchern sich findende 



* Die inzwischen erfolgte Veröffentlichung von Ribmanns Vorlesungen über 
eUiptische Funktionen durch Herrn W. Stahl (Leipzig 1899) zeigt, daß Riemann 
in diesen sich auf den Fall reeller Koeffizienten beschränkt hat, so daß die 
Tragweite seiner Methoden aus ihnen nicht voll zu erkennen ist. 
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Beweis für die Eindeutigkeit dieser Umkehrung, den Briot und 
BouQüET gegeben haben, ist bekanntlich unzulänglich; der Beweis 
von Schwarz (in der Abhandlung über die konforme Abbildung der 
Oberfläche des Tetraeders auf die Kugel) schien mir für den Anfang 
zu schwierig; die übrigen Beweise bedürfen zu vieler Sätze aus der 
entwickelten Theorie. Ich habe mich deshalb schließlich entschlossen, 
den Beweis nur für den Fall reeller Verzweigtingspunkte hier durch- 
zuführen, dann aber diesen Gang der Untersuchung abzubrechen 
und im zweiten Abschnitt mit der Untersuchung der Eisenstbin- 
WEiEESTEASSschen Partialbruchreihen für doppeltperiodische Funk- 
tionen von neuem einzusetzen; so daß also, wer will, den ersten 
Abschnitt zunächst ganz überschlagen und das Studium des Buches 
mit dem zweiten beginnen kann. 

Bei Entwicklung der WEiEBTRÄ.ssschen Funktionen kann man 
entweder mit der Produktentwicklung von au beginnen und von ihr 
durch DiflFerentiationen zu pu und p*u vordringen; oder man kann 
die Partialbruch entwicklung für pu an die Spitze stellen und von 
ihr aus durch sukzessive Integrationen zu pu^ ^u, cm emporsteigen; 
ich habe den letzteren Weg vorgezogen, der der Entwicklung der be- 
treffenden allgemeinen Sätze im ersten Teil folgt. — Eine schwierige 
Sache bei jeder Bearbeitung der elliptischen Funktionen ist die Aus- 
wahl unter den verschiedenen Bezeichnungen: ich habe die Wbieb- 
STRAsssche beibehalten, wie sie in der SoHWARzschen Formelsammlung 
fixiert ist, mit einer Ausnahme: ich habe, wie Weierstrass früher 
selbst getan und wie neuerdings gleichzeitig von den Herren Study, 
Tannery und Molk, Harkness und Morley vorgeschlagen worden 
ist, nicht (Oi + a)^, sondern — {oj^ + (Ö3) mit CÖ3 bezeichnet. Das bringt 
einige Änderungen in den Werten der eindeutig definierten zweiten 
und vierten Wurzeln aus den e mit sich.^ 

Auf den ersten Blick größer ist eine andere Unbequemlichkeit, 
an der man nicht vorbeikommt, wenn man nicht in der Mitte des 
Buches die Bezeichnung wechseln will. Einerseits nämlich muß man 
im sogen. Normalfall durchaus der komplexen Periode den Index 2 
zuweisen, wenn man die den Halbperioden zugeordneten Verzweigungs- 
punkte mit denselben Indizes wie diese versehen und dabei doch 
daran festhalten will, daß die Indizes der Verzweigungspunkte ihre 
Größenfblge festlegen. Andererseits wird man aber doch im Normal- 
fall alle Perioden aus der reellen und der rein imaginären zusammen- 
setzen wollen. Beides zusammen bedingt, daß man überhaupt überall, 

^ Die hier in der 1. Auflage sich findende Angabe, bei Tannery und 
Molk sei k' im sogen. Normalfall negativ, beruhte auf einem Versehen meinerseits. 
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auch in der Transformationstheorie, 2q7j und 20^3 als die Funda- 
mentalperioden behandelt, aus denen sich alles zusammensetzt. — 
Weiebstbass umgeht diese Schwierigkeit^ indem er bei allgemeinen 
Untersuchungen die Fundamentalperioden mit 2 to und 2 m' bezeich- 
net; dann ist aber der Akzent nicht mehr zur Bezeichnung der 
transformierten Perioden disponibel. 

Im fünften Abschnitt habe ich eine allgemeine Theorie der sogen. 
jAGOBischen Funktionen im wesentlichen im Anschluß an das Buch 
von H. Webeb gegeben; sie scheint mir in der Tat nicht entbehrt 
werden zu können, wenn man zum Verständnis der Bolle kommen 
will, die die Thetafunktionen in der Theorie spielen. Daran an- 
schließend habe ich die sogen, elliptischen Funktionen IIL Art be- 
handelt; die bez. Formeln gewinnen merklich an Einfachheit, wenn 
man sie für Funktionen der Charakteristik (0, 0) statt, wie es meist 
geschieht, solche der Charakteristik (1, 1) aufstellt. 

Der sechste Abschnitt, „das Umkehrproblem'S bildet den Mittel- 
punkt des Buches. Ich habe versucht (vgl. § 53 a. £. und § 54 a. E.), 
die Yorschiedenen hier in Betracht kommenden Fragen sorgfaltig 
auseinander zu halten, um dadurch das Auftreten der Theta- 
funktionen nicht so ganz unvermittelt erscheinen zu lassen. Von 
dem übrigen Inhalte dieses Abschnittes möchte ich hier nur noch 
die in § 60 gegebene nähere Bestimmung der Perioden des Inte- 
grals III. Gattung hervorheben. 

Nach einem kurzen Zwischenabschnitt über kanonische Formen 
des elliptischen Integrals habe ich im achten Abschnitt die lineare 
Transformation soweit behandelt^ als es mir der Zweck des Buches 
mit sich zu bringen schien; auf die explizite Bestimmung der achten 
Einheitswurzel, die bei der linearen Transformation der Thetafunk- 
tionen auftritt^ habe ich verzichten zu dürfen und zu sollen geglaubt. 
Dagegen bin ich ausführlicher, als es wohl sonst geschieht, auf die 
Darstellung der Art und Weise eingegangen, wie die lineare Trans- 
formation, durch Abänderung des Querschnittsystems der Biemakn- 
schen Fläche zustande kommt. 

Ebenso habe ich den neunten Abschnitt, „Ausartungen der ellip- 
tischen Funktionen^', ausführlicher angelegt Insbesondere hat hier 
die Entwicklung von K' nach Potenzen des Moduls Platz gefanden. 
Sie läßt sich ja leicht aus der Theorie der hypergeometrischen Beihe, 
andererseits auch durch iterierte quadratische Transformation ge- 
winnen; das erstere setzt aber Kenntnisse voraus, die ich nicht in 
Anspruch nehmen wollte; das letztere vertrug sich nicht mit der 
Anordnung des StoflFes. Aus den Vorlesungen von Herrn Sohwabz war 
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mir eine elementare Methode bekannt, die das Integral durch Einschal- 
tung eines wiUkürUchen Zwischenwertes in zwei Summanden spaltet 
und jeden derselben für sich entwickelt; ich habe den Zwischen wert 
so gewählt; daß die beiden Summanden einander gleich werden. 

In den zehnten Abschnitt, der ReaKtätsverhältnisse betrifft, 
habe ich auch eine Diskussion der beiden ganz speziellen Fälle auf- 
genommen, daß die Verzweigungspunkte harmonisch, bzw. äqui- 
anharmonisch liegen. 

Der elfte Abschnitt handelt von Modulfunktionen, der zwölfte 
von den Transformationen höheren Grades der elliptischen Funk- 
tionen. Es war dabei meine Absicht, die betreffenden Theorien 
soweit zu entwickeln, daß die für numerische Rechnung zu benutzen- 
den speziellen Transformationsformeln nicht als isolierte empirische 
Bechnungsformeln erscheinen, sondern daß ihre Stellung innerhalb der 
Theorie deutlich wird. Natürlich habe ich mich dabei vielfach an das 
Buch von Klein und Feicke über Modulfunktionen angeschlossen; 
nur habe ich von der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
auch hier keinen Gebrauch machen wollen und daher den Hauptsatz 
des § 93 auf dem von Schwabz in der oben schon einmal erwähnten 
Abhandlung eingeschlagenen Wege abgeleitet Übrigens wird die 
ausführliche Behandlung gerade der einfachsten Fälle auch als Er- 
gänzung des genannten Werkes manchem willkommen sein. 

Was den folgenden Abschnitt, „numerische Berechnungen", be- 
trifft, so hat es mich gefreut, aus dem während des Druckes er- 
schienenen n. Heft der Kreiseltheorie von Klein und Sommekfeld 
zu sehen, daß ich in fast allen wesentlichen Fragen mit den Ver- 
fassern derselben Meinung bin. In einem Punkt weiche ich aller- 
dings insofern ab, als ich für die Zwecke meines Buches nicht wie 
die Verfasser mich auf eine relative Genauigkeit von l^oo beschränken 
wollte. Sobald man aber darüber hinausgeht, ist es nicht mehr so 
bequem, die LEGENDEEschen Tafeln zu benutzen, da man dann in 
ihnen in bezug auf beide Argumente interpolieren muß. Vielmehr 
ist es dann bequemer, sich der quadratischen Transformation zu be- 
dienen; die betreffenden Formeln sind in der von Schwabz heraus- 
gegebenen Formelsammlung ausführlich zusammengestellt. Doch 
habe ich die Sache so dargestellt, daß man nicht nötig hat, erst 
auf die WBiEKSTEASSSche Normalform zu transformieren; in der Tat 
hängt ein Teil der Fallunterscheidungen, die Schwabz zu machen 
genötigt ist, nur an dieser vorhergehenden Transformation. 

Schließlich habe ich noch drei Abschnitte Anwendungen hinzu- 
gefügt; es schien mir auch für die Zwecke einer ersten Einführung 
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durchaus erforderlich, wenigstens an einigen Beispielen zu zeigen, 
welcherlei Aufgaben denn nun eigentlich mit den elliptischen Funk- 
tionen gelöst werden können. Von den zahlentheoretischen Anwen- 
dungen habe ich dabei absehen zu dürfen geglaubt^ da diese erst 
vor kurzem in dem Buche von H. Weber dargestellt worden sind. 
Dagegen habe ich die Anwendungen auf algebraische Gebilde, bezw. 
auf algebraische Kurven soweit dargestellt, als es geschehen konnte, 
ohne von der Theorie der algebraischen Funktionen mehr voraus- 
zusetzen, als im ersten Teil entwickelt ist. Dabei habe ich außer 
KtiETns Normalkurven namentlich auch die These von Humbeet benutzt \ 
Dann habe ich (XV) die Theorie der JjÄM^schen Gleichung gegeben, 
wesentlich im Anschluß an Halphen; endlich (XVI) eine Darstellung 
des Problems des sphärischen Pendels, mit besonderer Berücksichtigung 
der Ausartungsfälle. 

Wie man aus dieser Inhaltsübersicht ersieht, habe ich die Auf- 
gabe eines solchen Buches nicht sowohl darin gesehen, die her- 
kömmlicherweise als elementar betrachteten Teile der Theorie er- 
schöpfend zu behandeln, als vielmehr den Studierenden den Zugang 
zu allen Teilen des Gebäudes zu eröffnen und ihn mit den ver- 
schiedenen Methoden zur Behandlung der Theorie bekannt zu machen. 
Beiseite gelassen habe ich den von Aeonhold und Clebsch gebahnten 
Weg der Verwendung homogener Variabein und der Invarianten- 
theorie; in der Tat scheinen mir in der Theorie der elliptischen 
Funktionen (anders in der der AßELSchen) die Vorteile dieses Ganges 
die ümständlixjhkeiten nicht aufzuwiegen, die eine einwurfsfreie Be- 
gründung desselben mit sich bringt. Infolgedessen mußte ich § 55 
die Einordnung der WEiEESTEASSschen Funktionen pu und pu in 
die EiEMANNsche Theorie anders motivieren als Klein es tut. 

Angabe der ersten Quelle von Definitionen und Sätzen habe 
ich auch in diesem Band unterlassen zu dürfen geglaubt 

Der Verlagshandlung bin ich zu besonderem Danke für das 
Entgegenkommen verpflichtet, das sie mir bei Unterbrechungen des 
Druckes und sonstigen Störungen gezeigt hat 



* sowie die Korrespondenztheorie von Huewitz, 
Zürich, den 9. Februar 1899. 
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Die neue Auflage weist gegenüber der ersten keine prinzipiellen 
Änderungen in der Anlage auf. Von verschiedenen Seiten wurden 
Literaturangaben und eine größere Berücksichtigung der jAOOBischen 
Bezeichnungen gewünscht; ich konnte mich weder zu dem einen 
noch zu dem anderen entschließen. Wer einmal Gelegenheit ge- 
habt hat, sich davon zu überzeugen, wie unzuverlässig die aus einem 
Buch in das andere sich fortpflanzenden Angaben über den Ur- 
sprung mathematischer Sätze häufig sind, trägt Bedenken, derartige 
Angaben ohne eigene Prüfung zu übernehmen; solche glaubte ich 
aber um so mehr unterlassen zu dürfen, als ja die Darstellung der 
Entwicklung der Theorie der elliptischen Funktionen in der Enzyklo- 
pädie jetzt in naher Aussicht steht. Was aber den Wunsch nach 
größerer Berücksichtigung der LEGENDRE-JACOBischen Normalformen 
betrifft, so kann ich der Frage der Normalformen überhaupt nicht 
so große Bedeutung beimessen; das ist ja gerade die Leistung der 
RiEMANNschen Theorie, daß sie das Umkehrproblem direkt, ohne 
vorhergehende Transformation auf irgend eine Normalform, anzu- 
greifen gestattet. Die Angabe von Einzelformeln für alle möglichen 
Fälle aber halte ich für Sache nicht des Lehrbuchs, .sondern einer 
besonderen Formelsammlung, wie eine solche für die jACOBischen 
Bezeichnungen von Herrn Thomae zusammengestellt worden ist. 

Dagegen habe ich im einzelnen, in Formeln und Beweisen, 
vielfach nachgebessert; es hat mich gefreut, aus Fehlerverzeichnissen, 
die mir von eifrigen Studenten aus verschiedenen Orten eingeschickt 
worden sind, zu sehen, daß das Buch unter der jüngsten mathe- 
matischen Generation sich Freunde erworben hat. Dank vor allem 
der auch diesem Bande zuteil gewordenen tätigen Hilfe des Herrn 
J. Grand darf ich hoffen, daß die neue Auflage auch durch Zu- 
verlässigkeit der Einzelheiten sich nützlich erweisen wird. 

Zürich, den 30. Juli 1906. 

H. Bnrkhardt. 
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ERSTEK ABSCHNITT. 



Elliptische Integrale. 

§ I. Die zweiblättrige RiEMANNSche Fläche mit vier 

Verzweigungspunkten. 

In I B, § 62, * hatten wir die rationalen Funktionen von z und 
der Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion ersten oder zweiten 
Grades von z, s = ^ f[^\ untersucht Wir hatten gefanden, daß es in 
diesem Falle möglich ist, eine uruformisierende Eüfsvariable ^ (I B, § 58) 
so einzuführen, daß sich z und y f{z) als rationale Funktionen von t 
ausdrücken lassen. Infolgedessen führte die Integration rationaler 
Funktionen von z und "|/7W ^^^ keine andern Transzendenten, als 
auf diejenigen, die schon aus den Integralen rationaler Funktionen 
sich ergeben. Bei Integralen, die von höheren algebraischen Ir- 
rationalitäten abhängen, ist das im allgemeinen nicht mehr der Fall; 
sie stellen selbständige Transzendente dar, deren Eigenschaften nur 
aus direkter funktionentheoretischer Untersuchung erkannt werden 
können. Dieser Untersuchung wird eine wenigstens summarische 
Untersuchung der zugehörigen algebraischen Irrationalitäten voraus- 
gehen müssen. 

In diesem Bande beschränken wir uns auf die Untersuchung 
der nach den schon behandelten einfachsten Klassen algebraischer 
Irrationalitäten, nämlich der Quadrattourzeln aus rationalen ganzen 
Funktionen dritten oder vierten Grades; wir werden bald sehen, daß 
wir diese beiden Gradzahlen zweckmäßigerweise zusammen behandeln. 

Halten wir uns zunächst an den Fall, daß unter der Wurzel 
ein Polynom vierten Grades steht; wir bezeichnen es mit: 

1) /"(z) = flo z* + 4 Oj r» + 6 «2 ^2 + 4 Oj z + «4, 



^ Die beiden 1903 im gleichen Verlage erschienenen Hefte des ersten 
Bandes dieser Vorlesungen: ^^Algebraische Analysis^^ und „Einführung in die 
Theorie der analytischen Ftmktionen einer komplexen Veränderlichen^^ werden im 
folgenden mit „lA" und ,JB'' zitiert. 

BuBKHAROT, FonktloDeii. II. Zweite Aufl. 1 
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indem wir im Interesse der Vereinfachung späterer Rechnungen 
nicht die Koeffizienten selbst, sondern ihre Quotienten durch be- 
stimmte Zahlenfaktoren (Binomialkoeffizienten) mit eigenen Buch- 
staben bezeichnen. Die Gleichung f{z) = hat nach dem Funda- 
mentalsatz der Algebra (I B, §§ 44, 46) vier Wurzeln; wir bezeichnen 
sie in beliebig gewählter Reihenfolge mit cCq, a^, a^, cc^, so daß: 

2) f{z) = ao(z - aQ){z - cCj){z - a^)!^ - ^s) 

wird. Für diese Wurzeln soll folgende Festsetzung gelten: 

I. Solange nicht das Gegenteil ausdrücklich zugelassen wird, 
setzen wir hier und im folgenden stets voraus, daß die vier Wurzeln a 
alle vier voneinander verschieden seien. 

Im übrigen sollen diese Wurzeln bei unseren allgemeinen Unter- 
suchungen keiner weiteren Beschränkung unterliegen. 

Um uns nun über die Gesamtheit der Werte der Funktion 

3) *=y7W 

einen Überblick zu verschaffen, verfahren wir analog, wie in I B, 
§ 58 — 62. Wir bezeichnen einen der beiden Werte vou^/öq, gleich- 
viel welchen, mit \%\ wir setzen: 

4) ^-^ic-r^' (Ä = 0,1,2,3); 

wir verstehen unter V ^o ^i ^2 ^3 ^®^ positiven Wert dieser Quadrat- 
wurzel. Dann erhalten wir: 

Die Exponenten qp^ sind durch (4) nur bis auf ganzzahlige Vielfache 
von 2'jt bestimmt (I B, § 4, VII); zwei verschiedene Wertsysteme der- 
selben geben, in (5) eingesetzt, übereinstimmende oder verschiedene 
Werte von s, je nachdem ihre Summen sich um ein gerades oder 
ein ungerades Vielfaches von 2;r unterscheiden. Wählen wir für 
einen beliebigen, von a^, a^y a^, a^ verschiedenen Wert z^ von z 
unter den zugehörigen Werten der <pj^ willkürliche, aber im folgenden 
festzuhaltende aus und bezeichnen sie mit qp^®, so können wir die 
beiden zu z^ gehörenden Werte von s dadurch unterscheiden, daß 
der eine: 

der andere: 

7) ^2' = f^yr,r,r,r,e ''*'^''^' + ^^^ ^ ^«^ ■*■ ^»^ + '"^ s,' 

ist. 



§ L IXe zweiblätirigeBisMANmt^ Fläche mit vier Verzweigungspunkten. 8 

Nun lassen wir den Punkt z in seiner Ebene einen von z^ 
ausgehenden, die Punkte aj^ vermeidenden, im übrigen beliebigen 
Weg beschreiben und schließlich nach z^ zurückkehren. Dabei ver- 
folgen wir, mit s^^ ausgehend, die stetige Änderung von s, indem 
wir in jedem Punkt des Weges denjenigen Wert Ton s markieren, 
der sich stetig an die auf dem vorher durchlaufenen Wegstück mar- 
kierten Werte anschließt. (Daß stets ein und nur ein solcher Wert 
vorhanden ist, folgt aus I B, § 54, IV.) Wir fragen hierauf: wenn z 
nach z^ zurückgekommen ist, wird dann auch s^ nach s^^ zurück- 
gekommen, oder wird es vielleicht nach s^^ gelangt sein? Das wird 
davon abhängen, ob die Arcus qp^ zu ihren ursprünglichen Werten 
zurückgekommen sind oder sich geändert haben. Wir kennen aber 
die Änderung, die der Arcus einer komplexen Zahl z — Uj^ erfährt, 
wenn die Variable z einen geschlossenen Weg beschreibt: er ver- 
mehrt sich (I B, § 54, XI) um 2 m n, wenn der Weg von z — a^^ den 
Nullpunkt, d. h. wenn der Weg von z den Punkt a^ m-mal umwindet. 
Da nun die Änderungen der einzelnen (p^ sich einfach summieren, 
und da Vermehrang ihrer Summe um ein gerades Vielfaches von 
2n den Wert von s nicht ändert, so können wir schließen: 

n. Wenn z von z^ ausgehend einen geschlossenen Weg beschreibt 
und s dabei von s^^ ausgehend sich stetig ändert, so gelangt s nach s^^ 
zurück oder nach s^^, je nachdem die Summe der Windungszahlen des 
Weges von z um die Punkte a^^ cCj^, cc^, a^ gerade oder ungerade ist 

(Z. B. sind für den in Fig. 1 gezeichneten Weg die Windungs- 
zahlen + 1, +2, — 1, +1; ihre Summe ist = 3, ä kehrt auf diesem 
Wege nicht zu seinem Ausgangswert zurück.) 

Wollen wir also dem Punkte z nur solche Wege gestatten, auf 
welchen er mit demselben Funktionswert s belastet zurückkehrt, mit 
dem er ausgegangen war, so müssen wir ver- 
hindern, daß er eine ungerade Anzahl der 
Punkte cc umkreist. Wir könnten das etwa 
dadurch erreichen, daß wir von jedem dieser 
Punkte aus eine gerade Linie ins ünendUche 
zögen und dem Punkte z verböten, eine dieser 
Linien zu überschreiten, so daß .er überhaupt Fig. l. 

keinen Verzweigungspunkt umkreisen könnte. 

Einfacher erreichen wir dasselbe, wenn wir die Verzweigungspunkte 
paarweise durch sich nicht schneidende^ Linien verbinden, etwa cCq 




^ Diese Einschränkung hat keine wesentliche Bedeutung, sondern wird 
nur der Bequemlichkeit wegen gemacht. 
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Fig. 2. 



mit «1 und a^ mit u^. Um dem Verbot der Überschreitung dieser 
Linien nachdrücklich Geltung zu verschaffen, schneiden wir die 
Ebene ihnen entlang auf; die aufgeschnittene Ebene nennen wir 8\ 
Lassen wir nun (vgl. Fig. 2) den Punkt z von z^ aus nach 
einem anderen Punkte z^ zwei verschiedene Wege L^, L^ durchlaufen, 
die beide ganz innerhalb 8' liegen^ also keinen der Einschnitte über* 
schreiten, und lassen wir dabei jedesmal 5, von s^^ beginnend, sich 
stetig ändern, so muß es beidemal zu demselben Endwert geführt 

werden. Denn würde es z. B. längs L^ 
nach 5j\ längs 1^ nach s^^ kommen, so 
würde auf dem Wege L^ der andere Aus- 
gangswert *g^ = — Äj*' in *i^ übergeführt 
werden; dann würde aber auf einem ge- 
schlossenen Wege Ly der von z^ längs L^ 
nach z^ und dann längs Z^ zurück nach 
z^ führt, 8 vom Ausgangswert s^^ über s^^ 
in «2® übergeführt werden. Das würde 
aber dem Satze 11 widersprechen, da der Weg L eine gerade Anzahl 
Verzweigungspunkte umwindet. Demnach können wir zunächst den 
Satz aussprechen: 

in. Auf edlen innerhalb S' möglichen Wegen von z^ nach z^ ge^ 
langt s, von s^^ ausgehend, immer zu einem und demselben Werte s^\ 
von s^^ ausgehend zu dem anderen Werte s^\ 

Bezeichnen wir dann die Gesamtheit der Werte, die von s^^ 
aus auf solchen Wegen erreicht werden können, als einen „Zweig^^ s^ 
der Funktion s, die Gesamtheit der von s^^ aus erreichbaren Werte 
als den anderen Zweig, so können wir den Satz aussprechen: 

IV. Die Gesamtheit der Werte der zweiwertigen Funktion s kann 
in zwei Funktionszweige s^ und s^ zerlegt werden, deren jeder inner- 
halb der zerschnittenen Ebene S' eindeutig definiert und stetig ist 

Bei gegebener Lage der Verzweigungspunkte und nach ge- 
troffener Wahl der Einschnitte würde es möglich (wenn auch um- 
ständlich) sein, s^ und s^ durch Ungleichungen zwischen den tp^ von- 
einander zu unterscheiden, analog wie der k^ Wert des Logarithmus 
in I B, § 56 durch die Ungleichung: 

[2k-\)7t<(p^{2k + \)% 
charakterisiert war. 

In je zwei Punkten /9, /, die einander auf den beiden Ufern 
eines Einschnittes gegenüberliegen, besitzt der Funktionszweig s^ 
Werte, die einander entgegengesetzt gleich sind: 
8) ^i(/S) = -*iM. 
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(Genauer ausgedrückt: Nähert sich ein variabler Punkt x, indem er 
innerhalb fi" bleibt, einem bestimmten Punkt / des Einschnittes, 
das eine Mal von der einen, das andere Mal von der anderen Seite 
her, so nähert sich dabei s^ jedesmal einem bestimmten Grenzwert; 
diese beiden Grenzwerte sind einander entgegengesetzt 
gleich.) Denn will man von einem Ufer des Ein- ( J ^ ■ — , 
Schnittes auf das andere gelangen und dabei doch ^ 

innerhalb 8' bleiben, so muß man einen der Ver- ^' 

Zweigungspunkte umkreisen (Fig. 8). Ebenso ist «3 (/5) = — *2 M* 
Andererseits ist aber nach (7): Sj^(ß) == ^ s^{ß) und «i(/) = — *2 W 
Also folgt: 

9) s,{ß)=^s,{y) und 8,{ß)^s,[r), 

d. h.: 

V. Längs des Einschnittes schließen sich die Werte, die jeder der 
Funktionszweige s^j s^ auf der einen Seite des Einschnittes besitzt, 
stetig an die Werte an, die jedesmal der andere Funktionszweig auf 
der anderen Seite desselben besitzt. 

Demnach können wir folgendermaßen eine RiEMANNsche Fläche 
konstruieren, auf der s eine eindeutige und bis auf einzelne Punkte 
stetige Funktion des Ortes ist: 

VI. Wir nehmen zwei Exemplare der in der angegebenen Weise 
aufgeschnittenen Ebene S' und heften sie längs der Einschnitte kreuZ" 
weise aneinander, so daß an Stelle der Einschnitte Übergangslinien 
entstehen. 

Ein geschlossener Weg der einfachen Ebene, der die Ver- 
zweigungspunkte zusammen eine gerade Anzahl Male umkreist, er- 
scheint auf dieser Fläche als ein Weg, der die Übergangslinien 
zusammengenommen eine gerade Anzahl Male überschreitet (vgl. I B, 
§ 54, IX und X), also auch auf der Fläche geschlossen ist; ein ge- 
schlossener Weg in der Ebene, der die Verzweigungspunkte eine 
ungerade Anzahl Male umkreist, erscheint auf der Fläche als ein 
Weg, der die Übergangslinien zusammengenommen eine ungerade 
Anzahl Male überschreitet, also nicht nach demselben Punkt der 
Fläche, sondern nach dem gerade darüber- bezw. darunterliegenden 
zurückführt. Infolgedessen überträgt sich Satz II folgendermaßen 
auf die Fläche: 

VII. Jeder geschlossene Weg auf der Fläche führt s zu seinem 
AtLsgangswerte zurück; und jeder Weg, auf dem nicht nur z, sondern 
auch s zu seinem Äusgangswerte zurückgelangt, ist auf der Fläche 
geschlossen. 
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Das ist aber gerade, was wir mit der Einführung einer Rie- 
MANNSchen Fläche statt der schlichten Ebene erreichen wollen. 
Wir sagen: 

Viil. Auf der nach Angabe von Nr, VI konstruierten Riemänn- 
sehen Fläche ist s eine eindeutige Funktion des Ortes ^ die überall da 
stetig ist, wo sie endlich ist 

So oft es uns zweckmäßig erscheint, können wir die so ge- 
wonnene, zweiblättrig über der Ebene ausgebreitete Fläche durch 
stereographische Projektion in eine zweiblättrige ßiEMANNsche 
Eugelfläche umformen, ähnlich wie es in I B, § 55 ff. mit den dort 
behandelten Flächen geschehen ist. 

Auf eine Fläche von ganz ähnlicher Beschaffenheit werden wir 
übrigens geführt, wenn wir die Quadratwurzel aus einem Polynom 
dritten Grades: 

10) s =. Yf^- yflo(^-^i)(^-^2)(^-^8) 

untersuchen. Wir haben hier allerdings nur drei Verzweigungs- 
punkte «1, cc^, «8 im Endlichen; wollen wir aber verhindern, daß 
der Punkt z eine ungerade Anzahl von ihnen umkreist, so müssen 
wir notwendig (mindestens) von einem von ihnen einen Einschnitt 
ins Unendliche ziehen. Die beiden anderen können wir dann durch 
einen zweiten Einschnitt verbinden. Verfahren wir hierauf wie 
unter VI angegeben, so erscheint auch der unendlich ferne Punkt 
als Verzweigungspunkt der Fläche. In der Tat liefert die Substi- 
tution (vgl. I B, §§21 u. 44): 

11) z^lfz 

für s den Ausdruck: 



12) Ä = ^|/- a^cc^a^cc^z' {^' - -^ 



z' \z' - 



«a / \ «8 



aus dem hervorgeht, daß s auch bei Umkreisung von / = 0, d. h. 
2: = 00 sein Vorzeichen ändert. Wenn wir die Ebene auch hier zur 
Kugel umformen, erhalten wir eine Fläche, die sich von der zuerst 
betrachteten in nichts weiter unterscheidet, als daß einer der Ver- 
zweigungspunkte in dem mit r = 00 bezeichneten Punkte liegt. 

§ 2. Umformung dieser Fläche in eine Torusfläche. 

Solange es sich nur um qualitative Untersuchungen handelt, 
sind wir nicht an die genaue Form der im vorigen Paragraphen 
konstruierten Fläche gebunden, sondern können (wie in I B, § 60) 
mit ihr Umformungen vornehmen, wenn wir nur dafür sorgen, daß 
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dabei keine Zerreißung eintritt. Wir verfahren dabei zunächst ganz 
ähnlich, wie an der eben erwähnten Stelle des L Teiles, nur können 
wir hier nicht wie dort die innere Kugel durch eine der Über- 
gangslinien ganz herausziehen, da sie ja außerdem noch durch die 
andere Übergangslinie mit der äußeren zusammenhängt. Wohl 
aber können wir sie uns (vgl. Fig. 4) immer mehr und mehr ab- 
geplattet denken, bis sie in eine doppelt überdeckte ebene Scheibe 
übergeht, und dann die beiden Blätter durcheinander durchschlagen. 
A. a. 0., wo wir nur mit einer Übergangslinie zu tun hatten, haben 
wir durch diese Operation eine mit einer Einstülpung versehene 
Kugel erhalten. Hier, wo noch eine zweite Übergangslinie vorliegt, 
geht diese Einstülpung durch die Kugel hindurch und mündet auf der 
anderen Seite, da, wo ursprünglich die zweite Übergangslinie sich befand, 
wieder ins Freie. Mit anderen Worten, wir haben eine Kuffel mit 
einer Durchbohrung vor uns. Diese kann dann weiter durch stetiges 





Fig. 4. Fig. 5. 

Biegen und Verzerren übergeführt werden in einen Torus oder Bing, 
d. h. in die Fläche, die durch Rotation eines Kreises um eine in 
seiner Ebene liegende, ihn nicht scl^leidende Achse entsteht (Fig. 5). 
Wir können übrigens, wie in I B, § 60, die Sache auch noch 
etwas anders auffassen: wir können wie dort die Fläche auseinander- 
schneiden, jeden Teil für sich deformieren und 
dann die Teile wieder zusammenfügen, wenn 
wir nur dafür sorgen, daß ihre Ränder genau 
ebenso wieder aneinander gesetzt werden, wie 
sie ursprünglich zusammengehörten. In unserem 
Falle können wir etwa die Fläche zunächst 
längs der Übergangslinien aufschneiden, so daß 
die Blätter auseinanderfallen. Schieben wir 
dann die Bänder der Schlitze zurück, so er- 
scheint jedes Blatt als Kugel mit zwei Off- 
nungen (Fig. 6). Die letzteren lassen wir immer größer werden, 
so daß wir zwei Exemplare einer Art von Kugelzone erhalten; 
diese platten wir ab zu einer Art ebener Eingääche. Zwischen 




Fig. 6. 
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deren Bändern müssen wir nun dieselben Verbindungen herstellen^ 
wie sie auf der vorgelegten Fläche bestanden haben, d. h. wir 
müssen 



bezw. mit 



a. 



*2 ^2 ^2 



d. 



'2 



verbinden, und zwar so, daß die Pfeilrichtungen zur Deckung kommen. 

Man sieht: es kommt auch hier eine torusartige Fläche zustande 

(die man sich nachher noch durch 
Biegungen und Verzerrungen in 
einen genauen Toms übergeführt 
denken kann); und zwar ent- 
spricht die Außenseite dieser 
Fläche durchweg der Außenseite 
der ursprünglichen doppelt über- 
deckten Kugel. Denn um die 

verlangte Verbindung zustande zu bringen, müssen wir die eine 

der beiden ebenen Ringflächen erst im Räume umdrehen; dann 

kommt bei beiden die Oberseite nach außen. 




Fig. 7. 



§ 3. Zusammenhangsverhältnisse. 

Auf der Torusfläche können wir nunmehr die Zusammenhangs- 
verhältnisse bequem überblicken und sie dann auf die zweiblättrige 
RiEMANNsche Kugelfläche mit vier Verzweigungspunkten zurück- 
übertragen, auf der sie nicht so unmittelbar anschaulich sind. Wir 
beginnen mit der Definition: 

I. Einen in sich zurücklaufenden, sich nicht selbst durchsetzenden 
Schnitt auf einer Fläche, der mit deren etwaiger Berandung keinen 
Punkt gemeinsam hat, nennen wir einen Rückkehrschnitt. 





Fig. 8. 



Fig. 9. 



Eine Kugel hat die Eigenschaft, daß sie durch jeden Rück- 
kehrschnitt in zwei ganz getrennte Stücke zerfällt Der Torus- 
fläche kommt diese Eigenschaft nicht zu; vielmehr gibt es auf ihr 
Kurven von der Art, daß ein längs einer solchen Kurve geführter 
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Rückkehrschnitt die Fläche noch nicht zerfallt Solche Kurven 
sind z. B. sowohl die Meridiankreise (Fig. 8)^ als die Breitenkreise der 
Fläche (Fig. 9). Wenn aber ein solcher Schnitt ausgeführt ist^ kann 
kein weiterer Rückkehrschnitt ausgeführt werden, ohne daß die 
Fläche zerfällt Definiert man also: 

n. Unter der Geschlechtszahl p einer geschlossenen Fläche versteht 
man die größte Anzahl einander nicht schneidender Rüchkehrschnittej 
die man auf ihr ziehen kann, ohne daß sie zerfallt, ^ 
so folgt: 

III. Die Kugel hat das Geschlecht p sb 0^ die Torusfläche das 
Geschlecht p ^ 1, 

Aus dieser Eigenschaft allein geht schon hervor: 

IV. üs ist nicht möglich, die Torusfläche oder die zweiblättrige 
RiEMANNSche Fläche mit vier Fer Zweigungspunkten eindeutig und stetig 
auf die Kugel abzubßiden. 

Ziehen wir auf unserer Torusfläche einen Rückkehrschnitt, 
z. B. längs eines Meridiankreises, und schneiden sie längs desselben 
wirklich durch, so wird sie dadurch in eine Fläche mit zwei Rand- 
kurven verwandelt, die vnr etwa als eine zusammengebogene Zylinder- 
fläche bezeichnen können. Diese Fläche ist nicht einfach zusammen- 
hängend (I B, § 25, XVII); wir können auf ihr zwar keinen Rückkehr- 
schnitt mehr ziehen, ohne daß sie zerfällt, wohl aber noch einen 
Querschnitt, d. h. einen Schnitt von einem Randpunkte nach einem 
anderen (I B, § 35, Fig. 16) — z. B. längs eines Parallelkreises. So 
erhalten wir eine Fläche, die mit einiger Verzerrung in ein ebenes 
Rechteck ausgebreitet werden kann. Wir können daher sagen: 

V. Die Torusfläche kann durch einen Rück" 
kehr schnitt und einen Querschnitt in eine einfach 
zusammenhängende Fläche verwandelt werden. 

Alles dieses übertragen wir nun von der 
Torusfläche zurück auf die RnsMANNsche Kugel- 
fläche. Dazu müssen wir den Umformungs- 
prozeß, der diese Fläche in jene überführte, 
rückwärts durchlaufen und dabei die Gestalts- ^. 

Veränderung der Schnitte durch die einzelnen 
Schritte jenes Prozesses hindurch verfolgen; dabei ist es gleich- 
gültig, ob vrir den einen oder den anderen der in § 2 geschilderten 

^ Natürlich ist man erst dann berechtigt, diese Definition allgemein auf- 
zastellen, wenn man gezeigt hat, daß diese Anzahl in jedem Falle von der 
Auswahl der Schnitte unabhängig ist. Bei der Kugel und dem Torus üher- 
sieht man das noch unmittelbar. 
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Prozesse benutzen. Jedesmal entspricht einem Parallelkreis des 
Kinges eine Kurve (wie Ä in Fig. 10), die ganz in einem Blatte 
verläuft und die beiden durch die eine Übergangslinie verbundenen 
Verzweigungspunkte von den beiden durch die andere Ubergangs- 
linie verbundenen in diesem Blatte trennt. Einem Meridiankreis 
des Einges andererseits entspricht eine Kurve (wie B in Fig. 10), 
die von einem Punkt der einen IJbergangslinie zu einem Punkt der 
anderen im einen Blatte hin, im anderen zurückführt. (In der Figur 
sind die im einen Blatte verlaufenden Linien ausgezogen, die im 
anderen Blatte verlaufenden punktiert.) Die beiden Kurven schneiden 
sich auf der EiEMANNSchen Fläche in einem, und nur in einem 
Punkte, wie das auch auf dem Torus der Fall war. Der andere 
Schnittpunkt, den Fig. 10 aufzuweisen scheint, ist nur ein scheinbarer: 
dort verläuft die eine Kurve im einen, die andere im anderen Blatte. 

§ 4. Rationale Funktionen von z und V /; [z) oder iJ^^ 

Die Untersuchung eindeutiger, von wesentlichen Singularitäten 
freier Funktionen auf einer zweiblättrigen ExEMANNSchen Fläche 
mit zwei Verzweigungspunkten wurde uns (1 B, § 61) wesentlich da- 
durch erleichtert, daß wir diese Fläche umkehrbar eindeutig und 
im allgemeinen konform auf die Kugel abbilden und infolgedessen 
alle jene Funktionen als rationale Funktionen einer Hilfsvariabeln 
ausdrücken konnten. Die zweiblättrige ßiEMANNSche Fläche mit vier 
Verzweigungspunkten dagegen läßt (§ 3, IV) überhaupt keine umkehrbar 
eindeutige und stetige, geschweige denn eine konforme Abbildung 
auf die Kugel zu. Wir können deshalb hier nicht auf dem damals 
eingeschlagenen Wege eine solche Hilfsvariable ausfindig machen (und 
werden in § 7 sehen, daß es auch auf keinem anderen Wege ge- 
lingen kann). Infolgedessen müssen wir hier andere Hilfsmittel der 
Untersuchung herbeiziehen. Wir beginnen mit der Bemerkung; 

Wenn es auch nicht möglich ist, die ganze Fläche in der er- 
wähnten Weise abzubilden, so ist es doch möglich, die Umgebung 
jedes ihrer Punkte auf einen einfach überdeckten, ganz im Endlichen 
gelegenen Bereich einer Hilfsebene (^-Ebene) im allgemeinen konform 
so abzubilden, daß jedem Punkt jener Umgebung nur ein Punkt 
dieses Bereiches entspricht. Für Punkte der Fläche, die endlichen 
Werten von z entsprechen und keine Verzweigungspunkte sind, ist 
das selbstverständlich; für einen Verzweigungspunkt im Endlichen 
geschieht es durch die Substitution: 

1) 2: — GT^ = t^\ 



V w V 



§ 4. Bationale Funktionen von % und ]/ f^ («) orfer y/g(«). 11 

für einen unendlich fernen Punkt, der kein Verzweigungspunkt 
ist, durch: 

2) ^ = ^-1; 

für einen unendlich fernen Verzweigungspunkt durch: 

3) z^ ^-2. 

Man kann eine solche Variable t j^regularisierende Hüfsvariable für 
den betreffenden Punkt der Fläche^^ nennen. Dann erweisen sich fol- 
gende Definitionen als zweckmäßig: 

I. Der Ausdruck: eine Funktion ist in der Umgebung von z = Zq 
f^auf der Fläche regulär" soll bedeuten: sie ist als Funktion der zu 
diesem Punkt gehörenden regularisierenden Hilfsvariabeln t in der Um' 
gebung von t = regulär in dem I B, § 33, I (vgl. auch I B, §37 III 
und § 38, F) festgesetzten Sinne, 

n. Wird eine der zu untersuchenden Funktionen irgendwo Null, 
bezw. unendlich, so versteht man unter der Ordnungszahl dieses Null" 
punktesy bezw. Poles den niedrigsten positiven, bezw. höchsten negativen 
Exponenten y der in ihrer Entwicklung nach Potenzen der betreffenden 
regularisierenden Hilfsvariabeln vorkommt. 

Nach diesen Festsetzungen wenden wir uns nur zur Unter- 
suchung rationaler Funktionen von z und s. Eine solche Funktion 
R [z, s) kann zunächst auf die Form eines Quotienten zweier ganzen 
Funktionen von z und s gebracht werden; benutzt man dann die 
Gleichung s^ « f{z) und die aus ihr folgenden 

zur Beseitigung aller höheren Potenzen von s als der ersten aus 
Zähler und Nenner, so erhält man zunächst als allgemeine Form 
einer rationalen Funktion von z und s die folgende: 

in der a, b, c, d rationale ganze Funktionen yon z allein bedeuten. 
Diese läßt sich noch weiter reduzieren, indem man im Zähler und 
Nenner mit c-^ds erweitert und dann die Eelation s^ = f[z) aber- 
mals benutzt; man erhält so: 

Also gilt der Satz: 

m. Jede rationale Funktion von z und s läßt sich auf die Form 
(6) bringen, in der g^, g^y g^ rationale ganze Funktionen von z allein 
bedeuten. 
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Dabei dürfen wir voraussetzen, daß diese drei Funktionen 
keinen ihnen allen gemeinsamen Teiler haben, da wir einen solchen 
stets wegheben könnten (vgl I B, § 20, V). Aber auch wenn das ge- 
schehen ist, kann es immer noch vorkommen, daß in einem Punkte 
der Fläche Zähler und Nenner von (6) gleichzeitig Null werden. 
Denn der Zähler von (6) kann auch Null werden, ohne daß g^ und 
^1 gleichzeitig Null werden, um seine Nullpunkte zu finden, hat 
man aus den beiden Gleichungen für z und s\ 

und: 

5^0 + 5^1 * = 

durch Elimination von s die Gleichung für z allein: 

abzuleiten. Für jede Wurzel dieser Gleichung stimmt dann der 
Wert von ^ffolffi mit einem der beiden Werte von s überein, so 
daß zu jeder solchen Wurzel ein Punkt der Fläche gehört, in dem 
der Zähler von (6) Null wird. Wird dann in einem solchen Punkte 
Zq auch der Nenner Null, so erscheint die rationale Funktion in 
unbestimmter Form. Diese Unbestimmtheit kann zwar für den einen 
Punkt durch algebraische Umformungen beseitigt werden, z. B. indem 
man im Zähler und Nenner von (6) mit 9^— g^s multipliziert und 
mit z — Zq dividiert; aber sie tritt dann dafür an anderen Punkten 
au£ Eine einheitliche Festsetzung, die alle Fälle umfaßt^ ist fol- 
gende: Man entwickle Zähler und Nenner nach Potenzen der für 
die Umgebung des gerade zu untersuchenden Punktes geltenden 
regularisierenden Variabein t\ dann kann man im Zähler und Nenner, 
je nach Bedürfnis, mit einer solchen Potenz von t multiplizieren 
oder dividieren, daß nur noch Potenzen von t mit positiven Expo- 
nenten vorkommen und daß mindestens eine von beiden Entwick- 
lungen mit einem von t freien Gliede beginnt. Daraus geht hervor, 
daß man in jedem Falle einen positiven oder negativen ganzzahligen 
Exponenten a so bestimmen kann, daß: 

t-^R[z,s) 

als Funktion von t betrachtet, in der Umgebung von ^ = regulär 
und für f = von verschieden ist. Dieser Exponent gibt dann die 
Ordnungszahl (I B, § 20, IV) der Funktion „auf der Fläche" in dem 
untersuchten Punkte an. Diese Ordnungszahl ist also in jedem Punkte 
der Fläche eine ganze Zahl, und wir können den Satz aussprechen: 
IV. Jede rationale Funktion von z und s = yfj^ oder \ f^ (z) ist 
auf der in § 1 konstruierten RiEiiANNSchen Fläche bis auf Pole regulär. 



§ 5. Anwendung der Caücht sehen ScUxe auf Funktionen der Fläche. 13 

Aber aach der umgekehrte Satz gilt: 

V. Jede auf der BiEMANNSchen Fläche von s « V fiC^) ^^^ 
yf^(z) eindeutige und bis auf Pole reguläre Funktion ist eine rationale 
Funktion von z und s. 

Der zweite der Beweise des Satzes I B, § 61^ VlI gilt nämlich 
auch f(ir den hier vorliegenden Fall. 

Man nennt die auf einer Fläche eindeutigen und bis auf Pole 
regulären Funktionen auch wohl kurz „Funktionen der Fläche*^. Auch 
pflegt man ihre Gesamtheit als eine „Klasse algebraischer Funktumen^^ 
zusammenzufassen y oder mit einem in der Zahlentheorie üblichen 
Ausdruck als einen „Funkäonenkörper^^ , insofern Summe> Differenz, 
Produkt, Quotient irgend zweier von ihnen immer wieder eine 
Funktion des Körpers gibt. 



§ 5. Anwendung der CAUCHYSchen Sätze auf rationale Funktionen 

von z und /TTW oder ^fsiz). 

Die CATTCHTschen Sätze (I B, §§ 35, 36, 45, 46) beruhten auf 
dem Satze I B, § 29, VIII; und dessen Beweis verlangte, die Kurve 
durch einen Treppenweg zu approximieren und das von diesem 
Treppenweg umschlossene Flächenstück in Quadrate zu zerlegen. 
Aber auf unserer zweiblättrigen BiEMANNSchen Fläche mit vier Ver- 
zweigungspunkten umschließt nicht jede Kurve für sich allein ein 
Flächenstück vollständig; um daher jene Sätze hier anwenden zu 
können, müssen wir erst die Fläche nach Anleitung von § 3 in 
eine einfach zusammenhängende F' verwandeln. Dabei können wir 
es immer so einrichten, daß die zu diesem Zwecke erforderlichen 
Schnitte nicht gerade durch singulare Punkte der zu untersuchenden 
Funktionen hindurchgehen. Wir erhalten dann zunächst den Satz: 

I. J)as Integral einer auf F eindeutigen Funktion y genommen um 
den gesamten Sand von F\ ist in allen Fällen gleich Null. 

Denn durchlaufen wir den 
Band in bestimmtem Sinne, etwa 
so, daß F" stets zur Linken 
bleibt, so wird jeder Schnitt 
zweimal durchlaufen, und zwar 
die beiden Ufer in entgegen- 
gesetztem Sinne; ist die zu *^' 

integrierende Funktion, wie vorausgesetzt, nicht nur auf F\ sondern 
auch auf F eindeutig, so hat sie auf beiden Ufern dieselben Werte 




14 Elliptische Integrale, 



und die Beiträge, die die beiden Ufer zum Bandintegrale Kefem, 
heben sich auf. 

Wollen wir andererseits den Wert eines Integrals berechnen, 
genommen längs einer Kurve, die einen einzelnen Punkt der Fläche 
vollständig umschließt, so müssen wir zuerst die Umgebung dieses 
Punktes durch Einführung einer geeigneten regularisierenden Hilfs- 
variabeln (§ 4) auf ein Stück einer schUchten Ebene abbilden. Dem- 
gemäß definieren wir: 

II. Unter dem Besiduum einer auf F eindeutigen Funktion \p in 
einem Punkte z verstehen wir das Besiduum von 

dx 



dt 

als Funktion von t, wenn t die für die Umgebung von Zq geltende 
regularisierende Hüfsvariable ist 

Dann gilt der Satz I B, § 45, III auch für Teile unserer Fläche 
F' ; wenden wir ihn auf die ganze Fläche F' und auf eine rationale 
Funktion von z und s an, so folgt mit Rücksicht auf I der zu I B, 
§ 45, VI analoge Satz: 

III. Die Gesamtsumme der Besiduen einer Funktion der Fläche F 
ist stets gleich Null, 

Wenden wir diesen Satz nicht auf die zu untersuchende 
Funktion ip selbst, sondern auf: 

1 dip 

ip dx 

an, so geht aus der Definition 11 hervor, daß deren Residuum 
gleichzusetzen ist dem von 

1 dtp 

yj dt 

Das letztere ist aber gleich der Ordnungszahl von t// (I B, § 46, II. III). 
Wir finden somit: 

IV. Jede Funktion der Fläche wird auf ihr ebenso oft Null wie 
Unendlich — 

und wenn wir denselben Satz statt auf \f) auf ip — c anwenden: 

V. Jede Funktion der Fläche nimmt jeden komplexen Wert ebenso 
oft an wie jeden anderen. 

Dabei bedeutet die Aussage (vgl. I B, § 46, VI): „die Funktion 
"ip nimmt den Wert c in dem Punkte Zq der Fläche k-mal an", soviel 

als: „in diesem Punkte ist ifj = c, -^ = 0, -^^ = . . ., — ;— T= 0", 
' " ^ dt ' dt^ ' ^^k-i ' 

wenn t die für die Umgebung von Zq geltende regularisierende Hilfs- 
variable ist. 
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Man nennt wohl eine Funktion der Fläche, die jeden Wert 
auf ihr n-mal annimmt, „eine n-wertige Funktion der Flächet* \ doch 
kann das zu dem Mißverständnis Anlaß geben, als ob Ton einer 
Funktion die Bede sei, die in jedem Punkte der Fläche n ver- 
schiedene Werte hat. Besser ist es zu sagen: eine Funktion n'^ 
Ordnung, — Man beachte übrigens, daß z selbst, als Funktion der 
Fläche betrachtet, eine Funktion zweiter Ordnung, s=^'\/f^{z) eine 
Funktion vierter Ordnung ist. 

Aus Satz V folgt noch ein wichtiges KoroUar: 

VI. Eine überall endliche Funktion der Fläche ist stets eine 
Konstante, 

Denn wenn eine Funktion der Fläche nirgends unendlich wird, 
kann sie nach V überhaupt keinen Wert annehmen. Der hierin 
liegende Widerspruch löst sich nur, wenn i// =s Eonst. ist; dann darf 
nämlich nicht mit xp — c dividiert werden. 

§ 6. Elliptische Integrale. 

Nunmehr können wir zurückkehren zu der Aufgabe, die wir 
uns ursprünglich gestellt hatten: die Integrale rationaler Funktionen 
von z und s « ^ f'^(^) oder l/f^iz) zu untersuchen. Man nennt 
diese Integrale elliptische Integrale, aus dem äußerlichen Grunde, 
weil die Berechnung der Länge eines EUipsenbogens auf eines von 
ihnen führt Ein solches Integral hat zunächst die Form: 

1) fR{z,s)dz; 
manchmal ist es zweckmäßiger, die Form: 

2) IS,d£, 

ZU betrachten, in der R^ und R^ zwei Funktionen der Fläche be- 
deuten. Sie ist nur scheinbar allgemeiner als (1), wie man erkennt, 
indem man dafür: 



/ 



nA^dz 



1 dx 

schreibt. 

Ein solches Integral ist eine Funktion seiner beiden Grenzen; 
wir werden uns aber zumeist die untere Grenze, die etwa z^ heißen 
möge, als fest gegeben denken und das Integral als Funktion der 
oberen Grenze z betrachten. Ist dann ein bestimmter Integrations- 
weg von Zq nach z vorgeschrieben, so kann man ihn in eine Anzahl 
Teile so zerlegen, daß jeder dieser Teile ganz in einem Bereiche 
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liegt, der durch Einführung einer geeigneten regularisierenden 
Vaxiabeln t (§ 4] auf ein einfach überdecktes, einfach zusammen- 
hängendes Stück der ^- Ebene abgebildet werden kann. Für jeden 
solchen Teil des Integrationsweges gelten dann die Sätze über Inte- 
grale eindeutiger Funktionen; insbesondere folgt (vgl. IB, § 25, VI): 

I. Mn Integral der Farm (2) ist bei gegebenem Integrationsweg 
eine auf der Fläche F reguläre Funktion der oberen Grenze im Sinne 
der Definition I von § 4, wenn E^ und R^ längs des ganzen Integrations- 
weges regulär sind. 

Wollen wir weiter die Werte yergleichen, die ein solches Integral 
flir zwei verschiedene Integrationswege zwischen denselben Grenzen 
erhält, so werden wir zweckmäßigerweise erst wie in § 3 die Fläche 
F durch geeignete Schnitte in eine einfach zusammenhängende 
Fläche F' verwandeln. Auf diese können wir dann die CAUCHTSchen 
Sätze (I B, § 35) anwenden. Wir finden so: 

II. Die Werte eines elliptischen Integrals^ genommen längs zweier 
verschiedener zwischen denselben Grenzen innerhalb F' verlaufender 
Wegej stimmen über ein ^ wenn R^ und R^ in dem von diesen beiden 
Wegen begrenzten Gebiet auf der Fläche regulär sind. 

in. Ist das nicht der Fall, so läßt sich die Differenz der beiden 
Werte des Integrals darstellen als Summe von Integralen j genommen 
um die Pole von R^ und von R^. 

IV. Der Wert des Integrals f R^dR^^ genommen in postivem 
Sinne um einen Pol von R^ oder R^ ist gleich 2'Jti mal dem Residuum 
(§ 5j II) der Funktion R^dRJdz in diesem Punkte. 

V. Dies führt zu einer Einteilung der elliptischen Integrale in drei 
Gattungen. Ist das Eesiduum von R^ dR^/dz in allen Polen von -Bj 
und R^ gleich NuU, so ist der Integralwert eine innerhalb F' eindeutige 
Funktion, solange nur solche Integrationswege zugelassen werden, die 
ganz innerhalb F' verlaufen; wir nennen diesen Wert den Hauptwert 
des Integrals. Ist diese eindeutige Funktion überall regulär, so heißt 
das Integral ein Integral erster Gattung; hat sie noch Pole, so heißt es 
ein Integral zweiter Gattung. Ist aber das erwähnte Residuum auch 
nur in einem jener Pole von Null verschieden, = ^, so ist der 
Integral wert schon innerhalb F' unendlich vieldeutig; das Integral 
heißt dann ein Integral dritter Gattung. Ein solches kann in der 
Umgebung des betreffenden Punktes dargestellt werden als Summe 
aus A log t + einer Funktion, die dort regulär ist oder einen Pol hat. 

Untersuchen wir zunächst die Integrale I. und 11. Gattung 
weiter. Sei w[z) der Wert eines solchen, genommen auf einem 
ganz innerhalb F' verlaufenden Integrationswege; wir fragen, in 
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welcher Beziehung die Werte zueinander stehen mögen, die diese 
Funktion w{z) in einander gegenüberliegenden Punkten auf den 
beiden Ufern eines der Schnitte A, B besitzt. 

Um uns präzise ausdrücken zu können^ müssen wir jedem der 
beiden Rückkehrschnitte einen bestimmten Richiungssinn beilegen, 
so daß wir sein eines Ufer als das linke, das andere als das rechte 
bezeichnen können. An und für sich ist die Wahl des Sinnes für 
beide ßückkehrschnitte gleichgültig; aber mit Rücksicht auf später 
(im VI. Abschnitt) zu verfolgende Zwecke wollen wir gleich hier 
eine Festsetzung treffen, nach der der Sinn nur noch auf einem der 
Schnitte willkürlich bleibt, nämlich: 

VI. Der Richtungssinn soll auf den beiden Rückhehrschnitten Ä^ B 
so festgelegt sein, daß der Schnitt Ä den Schnitt B von links nach rechts, 
also B den Ä von rechts nach links überschreitet (Fig. 12). 




\i^ 



X \' 



^ // * 



?F=^ 



9 9' 
Fig. 12. Fig. 18. 

Seien nun A, q und A', q' zwei Paare einander gegenüber- 
liegender Punkte an den beiden Ufern eines Schnittes (Fig. 13); dann 
ist, da die Funktionen R^ und E^ innerhalb der unzerschnittenen 
Fläche F eindeutig sind: 

3) J R^dR^^ J R^dR^y 

wenn jedesmal längs des betreffenden Schnittes so integriert wird, 
daß dabei der andere Schnitt nicht überschritten wird. Da aber 
beide Integrationswege ganz innerhalb F' verlaufen, so können wir 
diese Integral werte auch durch die Werte ausdrücken, die der 
Hauptzweig w{z) an den oberen und unteren Grenzen annimmt 
Wir erhalten so: 

w {}!) — w{}) = w [q') — w [q) 
oder: 

4) w{}S) — w [q) = w (Ä) — w [q). 

In der letzteren Form sagt die Gleichung aus: 

VII. Längs jedes der beiden Schnitte ist die Differenz der Werfe 
konstant j die der Hauptzweig eines Integrals L oder IL Oattung in 
einander gegenüberliegenden Punkten auf beiden Ufern des Schnittes 
annimmt 

BüREHABDT, Funktionen. IL Zweite Aufl. 2 
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Fig. 14. 



Wir nennen diese konstante Differenz u?(i) — «?((>): den Perio- 
dizitätsmodul des Integrals an dem Rückkehrschnitt, 

Fassen wir vier Punkte ins Auge, die an der Kreuzungsstelle 
der beiden Eückkehrschnitte Ä, B in der in Fig. 14 angegebenen 

Weise liegen, dann sind die Feriodizitätsmoduln des 
Integrals w, 

{ an A: w{a) — w{ß) = tc{d) — w{y); 
5) < 

[ an -B: w{ä) — w{S) = ic(ß) — wi/j. 

Andererseits ist, wenn die Integrale längs der Schnitte 
in der für jeden festgesetzten positiven Richtung genommen werden: 

J dw = w{a) "^ tD{S) =^ w(ß) ^ ^{y)f 
J dw = w(ß} — w[a) = w{y) •■" w(S). 

B 

Vin. Es ist also, wenn die Festsetzung VI getroffen wird, der 
Periodizitätsmodui an B gleich dem Wert des Integrals genommen 
längs Ay dagegen der Periodizitätsmodui an A entgegengesetzt gleich 
dem Werte des Integrals genommen längs B. 

Bei Integralen dritter Gattung modifizieren sich diese Sätze 
durch das Auftreten der logarithmischen Unstetigkeitspunkte. Von 
einem solchen Integral kann nicht ein auf F eindeutiger Zweig ab- 
gespalten werden; man muß vielmehr erst von 
sämtlichen logarithmischen Unstetigkeitspunkten 
einander nicht treffende Einschnitte L (Fig. 15) 
nach dem Rande der Fläche führen. Zweckmäßiger- 
weise geschieht das so, daß alle diese Einschnitte 
im Schnittpunkt von A und B einmünden. Die 
Fläche F geht dadurch in eine ebenfalls einfach 
zusammenhängende Fläche F" über; und ein Zweig des Integrals 
kann jetzt eindeutig und stetig dadurch definiert werden, daß der 
Integrationsweg auf diese Fläche F'' beschränkt wird. Dann er- 
gibt sich: 

IX. Ein Integral III Gattung hat konstante Feriodizitätsmoduln 
nicht nur an den Bückkehrschnitten A und B, sondern auch an den 
Einschnitten L, An jedem der letzteren ist der Periodizitätsmodui 
= — 2 JTt mal dem Residuum von R^ dR^jdz in dem Pole, von dem er 
ausgeht; die Summe dieser logarithmischen Feriodizitätsmoduln ist also 
Null (nach § 5, III). 

Nun heben wir die bisher festgehaltene Beschränkung des In- 
tegrationsweges auf die Fläche F\ bezw. F'' auf und lassen ihn 




Fig. 15. 
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ganz willkürlich,; oder, was dasselbe ist, wir setzen den Hauptwert 
des Integrals über die Begrenzung von F', bezw. F'' hinaus ana- 
lytisch fort. Wir finden so (vgl. die Diskussion des Logarithmus, 
IB, §56, III): 

X. Das Integral einer rationalen Funktion von z und s ist auf 
der Fläche F eine unendlichvielwertige Funktion^ deren sämtliche fferte 
aus irgend einem von ihnen durch Addition beliebiger ganzzahliger 
Vielfacher konstanter Periodizitätsmoduln hervorgehen. 

Zu einem gewissen Abschluß gelangt diese Untersuchung durch 
die folgende Umkehrung dieses Satzes: 

XI. Jede Funktion, die auf der Fläche F bis auf Pole und loga^ 
rithmische Unstetigkeitspunkte regulär und nur durch konstante Perio- 
dizitätsmoduln vieldeutig ist, ist das Integral einer rationalen Funktion 
von z und s. 

Denn ihr Differentialquotient genügt den Bedingungen des 
Satzes § 4, V. 

§ 7. Das elliptische Integral erster Gattung. 

Im vorigen Paragraphen ist zwar definiert, was unter einem 
elliptischen Integral I., II. oder IIL Gattung zu verstehen ist, aber 
noch keineswegs bewiesen, daß es solche Integrale von jeder der 
drei Gattungen wirklich gibt. Wir wollen nun zunächst versuchen, 
ein Integral I. Gattung wirklich zu bilden ; wir setzen es in der Form 

1) fli{z,s)dz 
an. Ist nun 

2) s^ = f, (z), 

SO ist an einem im Endlichen gelegenen gewöhnlichen Punkte 

dz = dt; 

an einem im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte 

dz =^ 2tdt\ 

an einem unendlich fernen Punkte 

dz^ — t-^dt 

zu setzen (vgl. § 4), wenn t jedesmal die zugehörige regularisierende 
Hilfsvariable bedeutet. Soll also das Integral (1) überall regulär 
bleiben, so muß die Funktion R{zy s) selbst überall regulär sein, 
ausgenommen in den Verzweigungspunkten, wo sie Pole 1. Ordnung 
haben darf; sie muß femer im unendlichen auf beiden Blättern je 

2* 
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von der 2. Ordnung Null werden. Die Funktion *-^^ hat diese 
Eigenschaften; also folgt: 
I. Das Integrcd: 

z 

dx 



3) .=/: 



ist auf der Fläche von s = yfj^ überall regulär^ m, a, W, es ist 
wirklich ein Integral L Gattung, 

Es ist aber auch das einzige Integral I. Gattung^ wenn man 
von einem konstanten Faktor absieht. Denn soll R die bezeichneten 
Eigenschaften haben, so muß Ii,s auf der Fläche überall regulär, 
also nach § 5, VI eine Konstante sein. Also: 

IL Jedes andere Integral L Gattung auf unserer Fläche kann sich 
von (3) nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. 

Im Falle s^ = f^ {z) sind diese Schlüsse teilweise etwas zu 
modifizieren. Der Punkt oo ist dann ein Verzweigungspunkt und s 
hat in ihm einen Pol 3. Ordnung; aber es ist für ihn auch 

dz= -^ 2t-^dt 
zu setzen. Das Resultat bleibt also dasselbe: 

m. Die Sätze I und II gelten auch für den Fall der Quadrat' 
Wurzel aus einem Polynom dritten Orades, 

In der Existenz des Integrals 1. Gattung liegt ein charakte- 
ristischer Unterschied zwischen der zweiblättrigen RiEMANNschen 
Fläche mit vier und der mit zwei Verzweigungspunkten; man kann 
aus ihr allein schon schließen: 

IV. Es ist nicht möglich, z und * = ]/ /^ (2:) oder y f^{z) als 
rationale Funktionen einer Hilfsvariabeln t auszudrücken. 

Denn wenn das möglich wäre, würde das Integral I. Gattung 
dabei in ein überall endliches Integral einer rationalen Funktion 
von t übergeführt werden, und ein solches existiert nicht. 

N. H. Abel und C. G. J. Jacobi haben gefunden, daß die Um- 
kehrung der durch die Gleichung (3) gegebenen Beziehung zwischen 
den Variabein z und u zu einer eindeutigen Funktion z von u führt 
— ebenso wie die Umkehrung der Gleichungen: 



z z 

/dx r dx 



bezw. die eindeutigen Funktionen: 

r = e", z = siuM 

liefert. Um das zu beweisen, ist zunächst erförderlich (wenn auch 
noch lange nicht hinreichend) zu zeigen: 
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V. Hat das Integral (3) für irgend einen Punkt Zq der Fläche 
einen Wert Uq, so ist nicht nur u in der Umgebung von Zq eine regU" 
l'dre Funktion von 2, sondern auch z in der Umgebung von u^ eine 
reguläre Funktion von u. 

Der Beweis geschieht durch Entwicklung in Reihen und Um- 
kehrung derselben nach I B, § 46, X. Man würde zu diesem Zwecke 
nur die Anfangsglieder der betreffenden Seihen brauchen; doch 
wollen wir zum Zwecke späterer Verwendung noch einige Glieder 
mehr angeben: 

Sei erstens z^ ein gewöhnlicher Punkt der Fläche, also f{zQ) 4= 0, 
so setzen wir z ^ z^^ t\ dann kommt der Beihe nach: 



Sei zweitens cc ein im Endlichen gelegener Verzweigungspunkt 
der Fläche, so setzen wir z — a = t\ Da wir immer an der Voraus- 
setzung (§ 1, I) festhalten, die Verzweigungspunkte seien voneinander 
yerschieden, so ist /*'(«) 4=0; wir erhalten also: 

9) f(z) = t'f'ia) + \t*f"{cc) + i<Y"'(«) + •• 

^ VW) l/7>) ^ ^ f'^"^ +*'[ T^ f'(a) + A f'(„y) +'-\ 

19^„_„_ 2< h w3/"'w + /4( 1 r'(«) , 8 rw!\ . \ 



13) j ' = i(«-«o)y71^ + TjV(«-«o)Y"(«)y7>) 
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Drittens erhalten wir für einen gewöhnlichen Punkt im Un- 
endlichen : 

14) f{z) = ^-^«0 + ^a^t+ßa^t^ + ..) 

17) «-«o = --L h-^t + t'(-^+'-^)+.A 

y fltn ^ «A \ oft «n* / ' 



"0 " "-0 ^ "'0 "'0 



18) t= -Y^oi» - Mo) + aj« - «o)* - aa/s(" " «o)' + •• 

Viertens endlich erhalten wir für einen Verzweigungspunkt im 
Unendlichen: 

19) f{z) = t-^('ia^ + &a^i^ + 4a^t*+..) 

22) «-«„=--L {l-i^^2 + ^(_^+^/^^)+..l 



23) 






Durch die Gleichungen (8), (13), (18), (23) ist Satz V für alle 
Fälle bewiesen. 

§ 8. Die durch ein elliptisches integral I. Gattung vermittelte 
konforme Abbildung der Halbebene auf ein Rechteck. 

Wir wollen versuchen, uns eine Vorstellung von der Gestalt 
desjenigen Bereiches der «-Ebene zu verschaffen, auf den unsere 
EiBMANNsche Fläche durch den auf ihr eindeutig definierten Haupt- 
wert des Integrals u konform abgebildet wird (I B, § 34). Satz V von 
§ 7 sagt von diesem Bereiche aus, daß er keine Verzweigungspunkte 
(I B, § 69) in seinem Innern enthält. Aber daraus allein folgt noch 
nicht, daß er sich nirgends selbst überdeckt; er konnte ja etwa die 
I B, § 67 in Fig. 42 dargestellte Gestalt haben. Um zu zeigen, daß 
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das nicht der Fall ist, müßten wir seine Kontur bestimmen, d. h. 
wir müßten untersuchen, welche Werte der Hauptwert von u auf 
dem Bande von F' annimmt. 

Wir wollen diese Untersuchung jedoch zunächst nur für den 
Fall durchführen, daß die vier Verzweigunspunkte alle vier reell 
sind. In diesem Falle gelangen wir nämlich zum Ziele, wenn wir 
die Fläche vermittelst eines längs der Achse der reellen Zahlen durch 
beide Blätter geführten Schnittes in vier Halbebenen zerlegen und 
das Bild der ganzen Fläche aus den Bildern dieser vier Halbebenen 
zusammensetzen. 

Die Verzweigungspunkte seien alle im Endlichen gelegen und 
ihre Bezeichnung sei so gewählt, daß: 

1) ßfo < ^1 < ^2 < ^3 

ist; ÜQ sei positiv. Die untere Grenze des Integrals, deren Wahl 
uns noch frei steht, legen wir in den Verzweigungspunkt a^, so 
daß der Hauptwert: 

2) u (öfi) = 

ist. Wir wollen zunächst die positive Halbebene des oberen Blattes 
abbilden; sie sei dadurch definiert, daß wir für zwischen a^ und cc^ 
gelegene Werte von z die Wurzelgröße, die dann reell ist, positiv 
nehmen. ^ 

Lassen wir z zunächst von a^ bis cc^ zunehmen, so erhält das 
Integral fortwährend reelle positive Inkremente; u wächst also von 
bis zu derjenigen reellen Größe ö>j, die durch das bestimmte In- 
tegral zwischen reellen Grenzen: 

J IV «0 (* - «o) (* - «l) («3 - ^) («8 - *) I 
Ol 

definiert ist. In der Umgebung von a^ wird das Verhalten von u 
als Funktion von z durch die Gleichung (12) des § 7 angegeben, 
wenn man in ihr Uq = «^ und t = iV^^-^al 8®^zt; lassen wir also, 
um den Ausnahmepunkt a^ zu vermeiden und dabei im oberen 
Blatte zu bleiben, z vor a^ von seinem bisherigen Wege nach links ; 

ausbiegen und einen kleinen Halbkreis um a^ im Sinne der ab- 
nehmenden Winkel (I B, § 4) beschreiben, so wird u von seinem 1 
bisherigen Wege ebenfalls nach links ausbiegen und eine Kurve, die 
von einem kleinen Viertelkreis wenig verschieden ist (I B, § 69 a. E.) 

^ Man schließe nur nicht etwa hieraus, daß sie dann im oberen Blatte 
überall, wo «ie reell ist, positiv zu nehmen sei. 
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ebenfalls im Sinne der abnehmenden Winkel um ö>, beschreiben. 



Dabei nimmt der Arcus von a^ — z von bis 



- iiy also der von 
y flfg — z von bis — ;r/2 ab; die Arcus der drei anderen Faktoren 
der Quadratwurzel bleiben in der Nähe von 0. Im Endpunkte des 
Halbkreises ist demnach die Wurzelgröße in unserem Halbblatte 
negativ imaginär und bleibt es dann auch, wenn wir jetzt z weiter 
von «3 bis in die Nähe von a^ sich bewegen lassen. Das Integral 
erhält also dann positiv imaginäre Inkremente; u bewegt sich auf 
einer Parallelen zur Achse der rein imaginären Zahlen bis in die Nähe 
eines Punktes 0?^ + «3, dessen zweite Koordinate durch das be- 
stimmte Integral zwischen reellen Grenzen: 



4) 



* */ ll/ao (* - «o) (* - «i) (x - «j) («8 - 



*) 



oa 



definiert ist. 

Wieder lassen wir z nach links ausbiegen und einen kleinen 
Halbkreis um a^ im Sinne der abnehmenden Winkel beschreiben; 
u beschreibt dann einen kleinen Viertelkreis in demselben Sinne, 
der Arcus der Wurzelgröße nimmt abermals um ;r/2 ab, sie ist 



(iJLf U/OO 



U^Ht^ 




Fig. 16. 
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Fig. 17. 



also von hier an negativ reell (vgl. die Fußnote auf S. 23). Das 
Integral erhält also jetzt negativ reelle Inkremente; u bewegt sich 
auf einer Parallelen zur Achse der reellen Zahlen nach links bis in die 
Nähe eines Punktes m , der durch: 

tri ^ 



5) 



C30 

«00 — (ö?i + 0^3) = — \t- , 

*^ ly^o (* - «o) (* - «1) 



«1) (* - «2) (* - a») 



o, 



definiert ist. Lassen wir dann z, nach links ausbiegend, auf seiner 
Kugel einen kleinen Halbkreis um den Punkt 00 beschreiben (der 
hier kein Verzweigungspunkt ist), so beschreibt m, zufolge § 7, 
Gleichung 17 ebenfalls einen kleinen Halbkreis um den Punkt u^. 
Setzt dann z, aus dem Unendlichen kommend, seinen Weg auf der 
Achse der reellen Zahlen fort, bis in die Nähe des Punktes a^, so 
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bewegt sich u in der zuletzt verfolgten Richtung weiter bis in die Nahe 
eines Punktes gJj + 0)3 — (cöj), der durch: 

6) CD 4" Ö>Q — (C0,1 — ttf» ^ — I i — — - r 

^ ^ * -'iy«o(«o-*)(«i-*)(«2-*)(«,-^)i 

— 00 

definiert ist. 

Wieder lassen wir z nach links ausbiegend einen kleinen Halb- 
kreis um cCq beschreiben und dann seinen Weg längs der Achse der 
reellen Zahlen bis in die Nähe von u^ fortsetzen. Dabei umgeht 
u erst den Punkt o^ + (Ö3 — {a)^) in einem Viertelkreis ; weiterhin 
ist die Wurzel positiv imaginär zu nehmen, das Integral erhält 
negativ imaginäre Inkremente und u bewegt sich parallel mit der 
Achse der imaginären Zahlen nach unten bis in die Nähe eines Punktes 
ö>i + «03 — (o?i) — ((O3), der durch: 

(0)3) r dx 



7) •^= r d 



Oo 

definiert ist 

Schließlich lassen wir z auf einem kleinen Halbkreise um a^ 
zu seinem Anfangspunkt zurückkehren; dabei beschreibt u einen 
kleinen Yiertelkreis um den zuletzt genannten Punkt. Dabei muß 
es aber nach IB, § 35, IV zu seinem Ausgangswerte zurückkommen; 
denn der von z durchlaufene Weg umschließt ein Gebiet (eben die 
positive Halbebene), in dessen Innern die zu integrierende Funktion 
die Bedingungen jenes Satzes erfüllt. Also muß jener Punkt der 
Nullpunkt der w-Ebene sein; und da (o^ und [(o^ nach ihrer Defi- 
nition reell, «3 und (o9g) rein imaginär sind, so folgt, daß: 

8) (wi) = «i, (0)3) = ö>3 

sein muß. Der Achse der reellen Zahlen in der z-Ebene entspricht also 
der Umfang eines Rechtecks in der u- Ebene mit den Ecken: 

o, 0)^, (»1 + «3, 0)3, 

Da wir nun wissen, daß im ganzen Innern der positiven ;?-Halb. 
ebene u eine reguläre Funktion von z ist, so können wir schließen:^ 

Durch den Hauptwert des Integrals u wird die positive Hälfte P^ 
des oberen Blattes unserer RiEMANNSchen Fläche konform abgebildet 



^ Bei diesem Schiasse ist darauf zu achten, daß die beiden aufeinander 
abzubildenden Flächen auf derselben Seite (hier der linken) der in entsprechendem 
Sinne durchlaufenen Konturen liegen müssen. 
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auf das Innere des eben genannten JRecktecks, so daß also jedem 
Funkte u im Innern des Bechtecks ein und nur ein Punkt z im Innern 
von Pq entspricht. 

§ 9. Analytische Fortsetzung des so definierten Funictionenelements. 

Das so definierte Funktionselement z{u) können wir nun über 
die Grenzen des Rechtecks hinaus analytisch fortsetzen; dadurch 
erhalten wir Bilder der drei anderen Halbebenen, die mit Pq zu- 
sammen die Fläche bilden. Wenn wir hierüber genauere Angaben 
machen wollen, müssen wir erst über die Ubergangslinien in der 
Z'lSibene eine bestimmtere Verfügung treffen, als es in § 1 geschehen 
ist. Wir wollen etwa festsetzen, daß sie längs der Stücke a^ . , . a^ 
und «2 • • • ^3 ^®^ Achse der reellen z gezogen werden sollen; so daß 
man also beim Überschreiten eines dieser Stücke in die negative 
Halbebene des unteren Blattes iV^, dagegen beim überschreiten 
eines der Stücke a^ . . . a^ und ^g . . . oo . . . «^ in die negative 
Halbebene des oberen Blattes iVJ^ gelangt. Längs der ersteren hängt 
dann Nq mit P^, längs der letzteren N^ mit P^ zusammen. 

Auf der Strecke . . . ß?j ist das durch den letzten Satz des 
vorigen Paragraphen definierte Funktionselement z{u) regulär und 
reell; daraus folgt nach IB, § 71, daß es über diese Strecke hinaus 
analytisch fortgesetzt werden kann in ein Gebiet, das Spiegelbild 

des ersten Rechtecks in bezug auf die 
,*G^ Achse der reellen u ist; und zwar so, 
daß zu konjugiert komplexen Werten von 
u konjugiert komplexe Werte von z ge- 
hören. Läßt man also den Punkt z über 

«j . . . £^2 ^^^ -^0 ^^^^ ^0 hinübertreten, 
-«5 «^-«^ ^o^-öfr und die Halbebene iVJ, beschreiben, so tritt 

pjg 13^ u über . . . w^ und beschreibt das zu dem 

ersten Rechteck {Pq) in bezug auf die 
Achse der reellen Zahlen symmetrische Rechteck (iV^,). Auch in 
diesem Rechteck ist die Funktion z{u) überall regulär, bis auf 
einen Pol in dem zu u^ konjugierten Punkte u^ — 2 Wg. 

Lassen wir ferner z aus Pq über cfg • • • ^s ^^^^ -^u hinüber- 
treten, so erhalten wir ganz ebenso als Bild von iV^ ein Rechteck 
{NJ, das aus (PJ durch Spiegelung an der Linie cq^ . . . w^ + w^ 
hervorgeht. 

Lassen wir weiter z aus iV", über cc, . . . an, nach P„ übertreten, 
80 erhalten wir als Bild von P„ ein Rechteck (PJ, das aus (iVJ 



ÜJj OJjt 


^iu.-, 2io 


(Fo) 


(^u) 


i^o) 


(Pw) 
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durch Spiegelung an der Seite (»^ . . . 2 co^) hervorgeht. Damit ist 
die ganze zweiblättrige Fläche auf das Eechteck mit den Ecken 

- ö?3, 2 ö?i — 073, 2co^ + (Ö3, (Ug 

abgebildet; in diesem ist jedoch die Linie von ü)^ nach o)^ — CO3 
zunächst noch als Einschnitt aufzufassen. 

Dasselbe Eechteck (PJ wird aber auch erhalten, wenn man {Nq) 
an der Seite {w^ ... cö^ — «3) spiegelt. Wir haben es also hier 
mit dem I B, S. 205 erörterten Falle zu tun, daß zwei verschiedene 
analytische Fortsetzungen eines Funktionselements zu denselben 
Funktions werten führen; wir können den Einschnitt, den wir zuerst 
fanden, tilgen, da über ihn hinüber ein stetiger Zusammenhang 
stattfindet 

In der Tat ist ein Weg, der aus P^ über a^ , . , a^ hinüber 
nach Nq, von da über a^ , . , cc^ nach P^, dann über a^ . , . a^ nach 
N^y endlich über cc^ , , . u^ zurück nach P^ führt, nichts anderes 
als eine vollständige Umkreisung von a^ auf der Fläche (Fig. 19); 



«b 





Fig. 19. 



Fig. 20. 



der entsprechende Weg in der t^- Ebene muß daher nach § 7, V 
ebenfalls geschlossen sein. 

Die BiEMANNSche Fläche ist sonach auf das genannte Mechteck 
ohne Störung des Zusammenhangs dieses letzteren abgebildet; dagegen 
ist dabei der Zusammenhang der Fläche unterbrochen längs der- 
jenigen Linien, die den Seiten des Rechtecks entsprechen. Das 
sind die Teile a^ , . . a^ und a^ , , , (X) . . . Uq der Achse der reellen 
Zahlen; man muß sich beide Blätter der Fläche längs dieser Linien 
durchgeschnitten denken, dann entspricht den beiden Ufern des 
Schnittes der ßand des Rechtecks. Auch durch ein solches Schnitt- 
system wird die Fläche in eine einfach zusammenhängende ver- 
wandelt; es geht aus dem in § 3 gegebenen dadurch hervor, daß 
man die beiden Schnitte bis dicht an die genannten Stücke der Achse 
heran zusammenzieht (Fig. 20). Die Periodizitätsmoduln an diesen 
Schnitten sind bezw. gleich 2(öi, 20^3. Denn z.B. der in P^ ver- 
laufende Teil des Schnittes Ä hat zur Rechten P^,, zur Linken N^\ 
wenn z in P^ von cc^ nach a^ geht, so geht u (vgl. Fig. 18) von 
nach 0)3 ; wenn aber z in N^ von a^ nach a^ geht, geht u von 2 m^ 
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nach 2 ö>, -}- (Ug ; die Differenz entsprechender Werte von u beträgt 
hier also 2(Uj. Mit B verhält es sich analog. 

Nachdem wir uns so über die Hanptwerte des Integrals u voll- 
ständig orientiert haben, lassen wir die Beschränkung des Integrations- 
weges auf die Fläche F' fallen. Dann erhält nach § 6, X das 
Integral u Werte, die sich von den bisher allein betrachteten um 
ganzzahlige Yielfacbe der Periodizitätamoduln unterscheiden. Infolge- 
dessen erhalten wir in der w-Ebene weitere Bilder der Fläche F", 
die zu dem ersten kongruent und gegen dasselbe um 2h^(o^ in 
der Richtung der Achse, der reellen Zahlen und um 2 k^ m^ in der 
Richtung der Achse der rein imagi- 
nären Zahlen verschoben sind (I B, 
§ 8, III). Alle diese Bilder legen 
sich, wie geometrisch evident ist, 
glatt nebeneinander und bedecken 
die ganze u-Ebene einfach und 
lückenlos, ohne sich ii^endwo über- 
einander zu schieben (Fig. 21). 
Damit ist für den hier betrachteten 
Fall reeller Verzweigungspunkte 
Pig. 21. der am Anfang von § 8 erhobene 

Zweifel beseitigt: jeder Punkt w 
fUlIt nur in eines der genannten Bilder, und es entspricht ihm also 
auch nur ein Wert von z. Überdies entspricht jedem stetigen Wege 
mit stetig sich ändernder Tangentenrichtung (IB, § 25, XIV) in der 
a-Ebene ein eben solcher Weg auf der z-Pläche; wenn der erstere 
aus einem Bildrechteck in ein benachbartes übertritt, überschreitet 
der letztere einen der Querschnitte. Somit haben wir wenigstens 
für reelle Werte der Ferzweigungspunkte den Fundamentalsatz der 
Theorie der eUiptischen Funktionen bewiesen: 

I. Die obere Grenze z des Integrals I. Gattung ist eine eiiideutige 
Funktion des Tntegralwertes u, die für alle endlichen Werte von u bis 
auf Pole regulär ist 

In allen Punkten u, die aus einem von ihnen durch Addition 
beliebiger ganzzahliger Vielfacher von 2 a^ und 2 ra, hervorgehen, 
nimmt z denselben Wert an. z ist also eine periodische Funktion 
von u (IB, § 41); und zwar nennen wir sie eine doppeüpei-iodisehe 
Funktion von m, weil sie zwei verschiedene Perioden hat (eine reelle 
2 0^ und eine rein imaginäre 2 u,), die nicht beide ganzzahlige 
Vielfache einer und derselben dritten Größe sind. Außer in 
diesen Punkten nimmt z noch denselben Wert an in den Punkten 
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— w + 2 Aj Q?j + 2 A3 Q?3 ; diese entsprechen nämlich bei der Abbildung 
dem zu demselben Werte von z gehörenden Punkte des anderen 
Blattes der RiEMANNschen Fläche. Man erkennt das durch folgende 
Überlegung: Wenn wir erst an ^ . . . c^^' dann an cTq . . . «j spiegeln, 
erhalten wir aus P^ erst Nq, dann P^. Dem entsprechen in der 
«-Ebene erst eine Spiegelung an . . . co^, dann eine an ... — (»3. 
Zwei Spiegelungen an zwei zueinander senkrechten Geraden setzen 
sich aber zusammen zu einer Drehung durch 180^ um ihren Schnitt- 
punkt (vgl. den Beweis von IB, § 13, XI); und eine Drehung der 
?/-Ebene um den Nullpunkt durch 180^ ist das geometrische Bild 
der Verwandlung von um — m (I B, § 9, I). Also können wir den 
Satz I durch folgenden Zusatz ergänzen: 

IL Wird die untere Grenze des Integrals u(z) in einen Ver^ 
Zweigungspunkt der Fläche gelegt^ so wird die obere Grenze eine gerade 
Funktion des Integralwertes, 

Auch s = "^ f{z) ist eine eindeutige Funktion von u, da bei 
unserer Abbildung jedem Werte von u nur ein Punkt der Eiemai^- 
schen Fläche entsprach. Entgegengesetzt gleichen Werten von u 
entsprechen dabei übereinanderliegende Punkte der Fläche; in 
solchen hat demnach s auch entgegengesetzt gleiche Werte. Wir 
können somit sagen: 

III. Unter denselben Foraussetzungen ist s =s ^ f(z) eine ungerade 
doppeltperiodische Funktion des Integralwertes w, die ebenfalls in der 
ganzen Ebene bis auf Pole regulär ist. 

Die beiden Sätze I und III lassen sich auch folgendermaßen 
ausdrücken: 

IV. Es ist zwar nicht möglich , zu zwei durch eine Gleichung 
s^ = f^ (z) oder = f^ (z) verbundenen Variablen s, z eine „uniformi- 
sierende Variable' (IB^ § 53) zu finden, von der 5, z rationale Funk- 
tionen wären; aber man kann wenigstens im Falle reeller Verzweigungs- 
punkte eine solche angeben, von der sie eindeutige und im Endlichen 
bis auf Pole reguläre Funktionen sind; nämlich eben den Wert des zu^ 
gehörigen Integrals L Gattung, 

§ 10. Fragestellungen bei beliebiger Lage der Verzweigungspunicte. 

Auf den allgemeinen Fall beliebiger Lage der Verzweigungs- 
punkte lassen sich die Entwicklungen der §§ 8, 9 nicht übertragen, 
da die in dem speziellen Falle benutzten Symmetrieeigenschaften 
hier nicht vorhanden sind. Man kann zwar auch dann das Bild der 
Fläche F' in der w-Ebene dadurch zu erhalten versuchen, daß man 
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seine Kontur bestimmt. Da der Hauptwert von u auf der linken 
Seite eines Schnittes um den zugehörigen Periodizitätsmodul größer 
ist, als auf der anderen, so kann man schließen, daß diese Kontur 
aus vier Stücken besteht; je zwei einander gegenüberliegende von 
diesen Stücken sind kongruent und können durch eine bestimmte 
Parallelverschiebung miteinander zur Deckung gebracht werden 
(I B, § 8). Aber diese Stücke werden dabei im allgemeinen krumm- 
linig ausfallen; und man kann daher die 
Möglichkeit nicht von vornherein ausschließen, 
daß sie sich wie in Fig. 22 schneiden, so 
daß kein Bereich zustande käme. Man 
kann nun freilich durch eine eingehendere 
Untersuchung direkt zeigen,^ daß man das 
stets vermeiden kann, daß es stets möglich 
^' ' ist, die Eückkehrschnitte auf der Riemann- 

schen Fläche so zu legen, daß ihre Bilder in der «-Ebene gerad- 
linig ausfallen. Dann wird die Fläche auf ein geradlinig begrenztes 
Parallelogramm dieser Ebene abgebildet; und die weiteren Schlüsse 
können wie im Falle reeller Verzweigungspunkte gezogen werden. 
Wir wollen das jedoch nicht im einzelnen durchführen, sondern 
einen anderen Weg der Untersuchung einschlagen. Wir haben ge- 
sehen, daß die Umkehrung des elliptischen Integrals I. Gattung bei 
reellen Verzweigungspunkten durch eine doppeltperiodische Funktion 
mit einer reellen und einer rein imaginären Periode geschieht. 
Wir wollen nun in den folgenden Abschnitten (II — V) überhaupt die 
Eigenschaften doppeltperiodischer Funktionen untersuchen. Dabei 
wird sich zeigen, daß diese Untersuchung kaum irgendwie ver- 
einfacht würde, wenn man an der Voraussetzung festhielte, daß eine 
Periode reell, die andere rein imaginär, das „Periodenparallelogramm" 
also ein Rechteck sei. Die analytischen Ausdrücke solcher Funk- 
tionen, die wir finden werden, behalten vielmehr ihre Bedeutung 
und ihre allgemeinen Eigenschaften, wenn man ein beliebiges an- 
deres Parallelogramm zugrunde legt. Sind wir so in den analyti- 
schen Besitz dieser allgemeineren doppeltperiodischen Funktionen 
gekommen, so hat es keine Schwierigkeit zu zeigen, daß auch sie 
Umkehrungen elliptischer Integrale sind, und zwar solcher, deren 
Verzweigungspunkte komplexes Doppelverhältnis haben (§§ 18, 34). 
Dann muß noch gezeigt werden, daß man das Periodenparallelo- 
gramm stets so wählen kann, daß durch die zugehörigen doppelt- 



' Vgl. H. A. ScHWAEz, ges. Abh. (Berlin 1890), Bd. II, p. 84 ff. 
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periodischen Funktionen die Umkehrung eines beliebig vorgelegten 
elliptischen Integrals I. Gattung geleistet werden kann; das soll im 
VI. Abschnitt geschehen. 

In dieser Weise ist überhaupt in vielen Fällen die Unter- 
suchung komplizierterer Funktionsbeziehungen zu führen. Das erste 
ist die Entdeckung einer geeigneten „uniformisierenden Variabein" i/, 
sie ist Sache der mathematischen Erfindungskraft, zuweilen auch 
des Zufalls. Hierauf muß der Beweis geführt werden, daß die 
übrigen auftretenden Größen wirklich eindeutige Funktionen von u 
sind. Zu diesem Zweck beschränkt man zunächst die Parameter, 
die neben den eigentlichen Variabein noch vorkommen, auf solche 
Werte, daß dieser Beweis sich mit Hilfe der Methoden der kon- 
formen Abbildung führen läßt, von denen in erster Linie das 
Symmetrieprinzip in Betracht kommt. Weiß man erst, daß man 
mit eindeutigen analytischen Funktionen zu tun hat, so kann man 
aus ihren Eigenschaften analytische Ausdrücke für sie ableiten. In 
diesen Ausdrücken werden abermals neben den Variabein gewisse 
Parameter auftreten, die von jenen ersten in zunächst nicht weiter 
bekannter Weise abhängen und die zunächst wie jene gewissen 
Realitätsbedingungen unterworfen sind. Stellt sich dann heraus, 
daß die gefundenen analytischen Ausdrücke auch noch Bedeutung 
behalten, wenn man diese Parameter diesen Bedingungen nicht 
unterwirft, so stellen sie Funktionen von u vor, die die Bedinguogen 
des Problems auch in solchen Fällen erfüllen, welche die ursprüng- 
lich eingeführte Beschränkung der gegebenen Parameter ausschloß. 
Endlich bleibt noch die Frage zu erörtern, ob man die neuen Para- 
meter immer so wählen kann, daß die ursprünglichen beliebig vor-^ 
geschriebene Werte erhalten. 

Erst wenn so die theoretische Untersuchung zum Abschluß ge- 
bracht ist, kann man mit Aussicht auf Erfolg daran denken, aus 
den in ihrem Laufe aufgetretenen mannigfaltigen analytischen Aus- 
drücken die in jedem einzelnen Falle zu numerischej' Berechnung 
geeigneten auszuwählen. 
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ZWEITER ABSCHNITT. 



Elliptische Funktionen. 

§ II. Definition doppeltperiodischer Funktionen. 

Wir beginnen mit der Definition: 

I. Unter einer doppeltperiodischen Funktion versteht man eine ana- 
lytische Funktion f(u) einer komplexen Fariabeln u, welche zwei von- 
einander unabhängige Perioden besitzt^ d, h. (vgl, lÄ, § 76) welche zwei 
verschiedenen Funktionalgleichungen der Form genügt: 

1) /•(« + 2 «J = /•(«), 

2) /•(« + 2 «3) = /•(«), 

unter 2ß?j und 2(o^ von u unabhängige Großen verstanden.^ 

In dieser Definition bedarf noch der Terminus „voneinander 
unabhängige Perioden" der Erläuterung. In der Theorie der ein- 
fach periodischen Funktionen (lA, § 76, IV) wird gezeigt, daß aus 
dem Bestehen einer Gleichung der Form (1) das Bestehen unendlich 
vieler anderer Gleichungen derselben Form folgt, nämlich: 

3) f{u + 2\ a>,) = f{u) 

für jede positive oder negative ganze Zahl Äj. Wenn nun die Glei- 
chung (2) schon unter den Gleichungen (3) enthalten ist, werden 
wir jedenfalls 2a)^ und 2o)^ nicht als voneinander unabhängige 
Perioden ansehen; ebensowenig werden wir das tun, wenn etwa (1) 
bereits unter den aus (2) folgenden Gleichungen: 

4) f{u + 2h, a>3) = f[u) (A3 = ± 1, ± 2, . . .) 

vorkommt. 

Die Gleichungen (3) und (4) sind aber nicht die einzigen Glei- 
chungen dieser Art,' die aus (1) und (2) folgen. Vielmehr gilt 
allgemein : 

5) f{u + 2h,a,, + 2h,(o,)=f{u), 



^ Daß man nicht für die Perioden selbst, sondern für ihre Hälften eigene 
Zeichen einfuhrt, ist traditionell und für manche Formeln bequem; daß man 
der zweiten Periode den Index 3 gibt, bringt gewisse Unbequemlichkeiten, 
aber auch gewisse Vorteile mit sich. 
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wie man erkennt, wenn man u + 2h^(o^ an Stelle von u in (3) ein- 
setzt und dann (4) berücksichtigt. Mit anderen Worten: 

II. Sind 2 G9j und 2 co^ Perioden einer Funktion, so sind auch alle 
die Größen: 

6) 2Ä,ö?i + 2Ä3«3 

Perioden derselben Funktion, wenn A^, Äg irgend welche positive oder 
negative ganze Zahlen^ einschließlich 0, sind. 

Es könnte nun sein, daß unter diesen Größen sich eine be- 
fände, von der alle anderen ganzzahlige Vielfache wären. Das kann 
jedenfalls nur dann der Fall sein, wenn o?^ und «g in einem reellen 
rationalen Verhältnis zueinander stehen; wir können aber auch 
zeigen, daß es dann immer der Fall ist. Ist nämlich (o^jm^ ein 
rationaler Bruch, so sei er, auf seine kleinste Benennung gebracht, 
= mjn, wo m und n zueinander teilerfremde ganze Zahlen bedeuten. 
Nach einem elementaren zahlentheoretischen Satz (lA, § 6, Via) 
lassen sich dann (auf mannigfaltige Art) zwei positive oder negative 
ganze Zahlen Aj, Äg von der Beschaffenheit bestimmen, daß: 

7) mÄg + wÄj = 1 
ist. Setzen wir dann: 

8) Äj G?j + Äg «3 = Q?, 

so wird 

9) m Ö? = TW Äj ö?j + TW Äg (Ög = n Äj (Ög + m Äg «g =3 Cög 

und 

10) W Ö? = W Äj «j + ^ ^3 ö>3 = ^ Äj ö?j + TW Äg Cöj = Ö?j . 

Es ist also in diesejn Falle unter den Größen (6) eine, nämlich 
2 00, von der wegen (9) und (10) die gegebenen Größen 2(0^ und 
2 Wg und folglich die sämtlichen Größen (6) ganzzahlige Vielfache 
sind; mit anderen Worten, es gilt der Satz: 

m. Stehen co^ und Wg in einem reellen rationalen Verhältnis zU" 
einander, so sind die sämtlichen Gleichungen (5) Folgerungen aus einer 
einzigen unter ihnen. Wenn dann die Funktion nicht etwa außer diesen 
Perioden noch andere hat, wird sie als einfach-, nicht als doppelt- 
periodisch zu bezeichnen sein. 

Der nächste Fall, der sich hier anschließen würde, ist der eines 
reellen irrationalen Periodenverhältnisses; man kann aber zeigen, daß 
dieser Fall bei eindeutigen analytischen Funktionen niemals eintreten 
kann. Ist nämlich das Periodenverhältnis cög/wj in einen Ketten- 

BuRKHASDT, Funktionen. II. Zweite Aufl. 3 
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brach entwickelt und mjn ein Näherungsbruch desselben, so ist nach 
einem bekannten Satze :^ 



also: 

11) 
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Ist nun 07g/(»^ irrational, so bricht die Eettenbruchentwicklung 
niemals ab, die Nenner der Näherungsbrüche überschreiten jede 
Grenze. Dann würde aus (11) folgen, daß unter den Perioden der 
Funktion auch solche vorkommen, die dem absoluten Betrag nach 
kleiner sind als eine noch so kleine vorgegebene Zahl, daß also die 
Funktion einen und denselben Wert in jedem noch so kleinen Be- 
reiche beliebig oft annimmt. Das ist aber (I B, § 39, IX) bei einer 
eindeutigen analytischen Funktion niemals der Fall; also folgt: 

IV. Es gibt keine eindeutige analytische Funktion einer komplexen 
Veränderlichen mit zwei Perioden^ deren Verhältnis reell und irra^ 
tionell wäre. 

Wir haben uns demnach nur mit dem Falle weiter zu be- 
schäftigen, daß das Perioden Verhältnis nicht reell ist und können 
demgemäß Definition I durch den Zusatz ergänzen: 

V. Als voneinander unabhängig gelten zwei Perioden, wenn der 
imaginäre Bestandteil ihres Quotienten von verschieden ist. 



§ 12. Das Periodenparalielogramm. 

Unter dieser Voraussetzung ist der Winkel zwischen den beiden 
Strecken . . . 2(öj und , . , 2cq^ von und n verschieden; wir 

können über ihnen ein wirkliches Parallelo- 
gramm, das „fundamentale Periodenparaüelo' 
gramm", konstruieren; seinen vierten Eck- 
punkt bezeichnen wir ^ mit ^2a)^, so daß 

1) (Uj + ß?3 + «3 = 

ist. 




Fig. 23. 



^ Man vgl. etwa das Handbuch der Algebra von J« A. Sebbet (deutsch 
von Wertheim, 2. Aufl. Leipzig 1878), Bd. I, Nr. 5 oder das von H. Webeb, 
2. Aufl. Braunschweig 1898, Bd. 1, § 119. 

* Abweichend von Weiebstbass und seinen Schülern, die o), = ü)i + Wj 
setzen, aber in Übereinstimmung mit J. Tanneby et J. Mole, l^l^ments de la 
theorie des fonctions elliptiques, Paris 1893 ff., sowie E. Study, Leipz. Abb. 
20, 1893. 
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Ziehen wir durch die sämtlichen Punkte 2 h^ cö^ für alle posi- 
tiven und negativen ganzzahligen Werte von ä^ Parallelen zur 
zweiten Seite dieses Parallelogramms, ebenso durch alle Punkte 
2h^(o^ Parallelen zur ersten Seite, so wird schließlich die ganze 
Ebene einfach und lückenlos mit einem Netz von Parallelogrammen 
überdeckt, die wir alle auch als Periodenparaüelogramme bezeichnen. 
Die Knotenpunkte dieses Netzes oder Gitters sind die Periodenpunkte, 
d. h. diejenigen Punkte, die die Größen § 11, (6) geometrisch darstellen. 

I. Zwei Punkte verschiedener Periodenparallelogramme, die zu- 
sammenf/zUen, wenn man das eine mit dem anderen durch Parallel' 
Verschiebung zur Deckung bringt, heißen „äquivalenf^ oder (mit Über- 
tragung einer in der Zahlentheorie üblichen Bezeichnungsweise) „kon- 
gruent modulis Perioden^*, 

Die Differenz der zu zwei solchen Punkten gehörenden kom- 
plexen Zahlen ist nämlich eine Periode (nach I B, § 5). Man schreibt 
dann auch wohl wie in der Zahlentheorie: 

2) u^ ^ Mj (modd. 2 co^ , 2 cog) 

statt ^2 = Mj + 2 Aj ß)j + 2 A3 0)3. 

Elementargeometrische Überlegungen ergeben die Sätze: 

II. Zu jedem Punkte der Ebene findet sich im fundamentalen 
Periodenparallelogramm ein äquivalenter, 

III. Zwei verschiedene Punkte des fundamentalen Periodenparallelo* 
gramms sind niemals zueinander äquivalent 

Diese Sätze gelten ausnahmslos, wenn eine geeignete Festsetzung 
darüber getroffen wird, inwieweit zu dem fundamentalen Perioden- 
parallelogramm auch die Punkte seiner Begrenzung mitgerechnet 
werden sollen; etwa die folgende: 

IV. Von dem Rande des fundamentalen Periodenparallelogramms 
sind nur die beiden in ziisammenstoßenden Seiten, ausschließlich der 
Eckp^mkte 2(0^ und 2(0j, mitzurechnen. 

In diesem Sinne sind die Worte: „im fundamentalen Perioden- 
parallelogramm" im folgenden stets zu verstehen. 

Analytisch formulieren sich die letzten Überlegungen folgender- 
maßen: Werden die Perioden in ihren reellen und imaginären Be- 
standteil gespalten: 

3) 2(0^ = a^ + b^ i, 2 (O3 = 03 + J3 i, 

so ist nach Voraussetzung (§ 11, V) a^ib^ ::\^ a^:b^, also: 

4) D^a,b,^a,b,^0. 
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Man kann demnach die beiden Einheiten 1 und i folgender- 
maßen linear mit reellen Koeffizienten durch 2(o^ und 2(o^ aus- 
drücken: 

-V ^ 2 ig ©1 — 2 6, üg . _ — 2 flg ft>i -f 2 «1 üj 

ö) 1 = -^ , ^ - -^ 

V. Infolgedessen kann jede komplexe OrÖße u auf eine, und nur 
auf eine Weise in der Form: 

6) u = 2sG)^ +2to)^ 

dargestellt werden, in der s und t reelle Zahlen bedeuten sollen. 

Den Punkten des fundamentalen Periodenparallelogramms ge- 
hören dabei diejenigen komplexen Werte u zu, bei deren Darstellung 
in dieser Form s und t positive echte Brüche werden; und die oben 
gegebene Festsetzung, die Handpunkte betreffend, kommt darauf 
hinaus, daß hier die Null, aber nicht die Eins mit zu den positiven 
echten Brüchen gerechnet werden soll. 

Ist irgend ein Punkt in der Form (6) dargestellt und werden 
dann: 

7) s = h^+SQ, t = h^ + tQ 

in die ganzen Zahlen Äj, h^ und die echten Brüche Sq, t^ gespalten, 
so ist: 

8) Uq = 2sqW^ + 2 tQ «3 

der zu u äquivalente Punkt des fundamentalen Periodenparallelo- 
gramms. 

§ 13. Nichtexistenz ganzer doppeltperiodischer Funktionen; 

elliptische Funktionen. 

Da wir (I B, § 41) ganze einfach periodische Funktionen kennen 
gelernt haben, liegt es nahe, auch die Theorie der doppeltperio- 
dischen Funktionen mit der Frage nach ganzen solchen Funktionen 
zu beginnen. Aber die Antwort auf diese Frage lautet: es gibt 
deren keine. Denn wenn eine Funktion im ganzen fundamentalen 
Periodenparallelogramm und auf seinem Kande regulär ist, bleibt 
ihr absoluter Betrag dort überall unter einer angebbaren Grenze M. 
Ist die Funktion außerdem doppeltperiodisch, so bleibt ihr absoluter 
Betrag (wegen § 12, II) auch in jedem anderen Periodenparallelo- 
gramm unterhalb M, folglich auch innerhalb eines Kreises von be- 
liebig großem Eadius R. Daraus folgt aber (vgl. den Beweis des 
Satzes IV in I B, § 44), daß die Koeffizienten ihrer MACLAUBiNschen 
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Eeihenentwicklung dem absoluten Betrage nach bezw. kleiner sind 
als MR"^. Da hier R beliebig groß genommen werden kann, M 
aber von R unabhängig ist, so folgt, daß alle diese Koeffizienten, 
bis auf den ersten, gleich sind. Mit anderen Worten, es gilt der 
ffCrste LioüviLLEsche Satz": 

I. Mne doppeltperiodische Funktion j die zugleich eine ganze 
transzendente Funktion ist, ist notwendig eine Konstante. 

Wir wenden uns deswegen zum nächst einfachen Fall, indem 
wir definieren: 

IL Unter einer elliptischen Funktion verstehen wir eine doppelt' 
periodische Funktion^ die in der ganzen Ebene bis auf Pole regulär ist ^ 

Eine solche Funktion hat dann im fundamentalen Perioden- 
parallelogramm nur eine endliche Anzahl Pole (IB, § 43, IV; § 68). 
Wir definieren weiter: 

in. Unter der Ordnungszahl einer doppeltperiodischen Funktion 
verstehen wir die Anzahl der Pole, die sie im fundamentalen Perioden^ 
Parallelogramm hat; ein m-f acher Pol ist dabei für m einfache zu 
zahlen. 

Dann können wir Satz I auch so aussprechen: 

IV. Eine elliptische Funktion nullter Ordnung ist eine Konstante. 
Wie aus der Definition hervorgeht, ergeben Summe, Differenz, 

Produkt, Quotient zweier elliptischen Funktionen desselben Perioden- 
parallelogramms stets wieder eine solche Funktion. Man kann diese 
Eigenschaft mit einem schon in § 4 benutzten Terminus so aus- 
drücken: 

V. Die elliptischen Funktionen eines und desselben Periodenparallelo» 
gramms bilden einen Funktionenkörper. 

Aus dieser Eigenschaft der Differenz zweier solchen Funktionen 
und aus Satz I folgt noch: 

VI. Wenn zwei elliptische Funktionen mit denselben Perioden die^ 
selben Pole haben und wenn für jeden Pol die Glieder mit negativen 
Potenzen in den Entwicklungen beider Funktionen übereinstimmen^ unter- 
scheiden sich beide Funktionen nur um eine additive Konstante, 

§ 14. Der Satz von der Summe der Residuen. 

Die allgemeinen CAUOHXschen Sätze (IB, § 45; 46) geben für 
die elliptischen Funktionen spezielle Formulierungen, wenn man sie 



^ Später wird auch von „elliptischen Funktionen zweiter und dritter Art'' 
die Rede sein; diese fallen nicht unter die hier gegebene Definition. 
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auf ein Periodenparallelogramm anwendet und die auftretenden 
Integrale mit Hilfe der Periodizitätseigenschaften auswertet. Dabei 
tritt eine Schwierigkeit auf, wenn Pole der zu integrierenden 
Funktion auf dem Rande des Periodenparallelogramms liegen; denn 

dann werden die Integrale unbestimmt. Wir 
^«i» können das aber immer vermeiden, indem wir 

um ein Parallelogramm mit den Ecken: 

1) a, ö + 2«j, a — 2a}^, a + 2 «g 

herumintegrieren und dabei den Punkt a so 
wählen, daß auf dem Eande dieses Parallelo- 
gramms kein Pol der Funktion liegt. Das ist stets möglich, da 
nach der Voraussetzung § 13, 11 in jedem endlichen Bereiche nur 
eine endliche Anzahl von Polen der Funktion liegt. 

I. Auch ein solches Parallelogramm hat die Eigenschaft^ daß sich 
zu jedem Funkte der Ebene ein, und nur ein äquivalenter in ihm 
vorfindet, 

vorausgesetzt, daß man über die Randpunkte eine analoge Fest- 
setzung trifft, wie § 12, IV. 

Wir können dann jedes um den Rand des Parallelogramms zu 
erstreckende Integral in vier Teilintegrale zerlegen, die über je eine 
seiner vier Seiten zu erstrecken sind. Dabei wird es für das Vor- 
zeichen nicht gleichgültig sein, in welcher Aufeinanderfolge die vier 
Ecken bei einem positiven Umlauf (lA, § 14) um das Innere des 
Parallelogramms getroffen werden. In dieser Hinsicht treffen wir 
folgende Festsetzung j die durch das ganze Heft hindurch aufrecht 
erhalten werden wird: 

IL Die Endpunkte (1) sollen in der angegebenen Beihenfolge ge- 
troffen werden, wenn man den Band des Parallelogramms in positivem 
Sinne umläuft. 

Diese Festsetzung ist mit jeder der beiden folgenden gleich- 
bedeutend: 

III. Die Strecke . . , w^ soll links von . , . cq^ liegen (ebenso 
wie . . . i links von ... 1 liegt, IB, § 4); 

oder 

IV. Der Quotient 

2) a)J(o^=^T 

soll einen positiven imaginären Bestandteil haben. 

Wir können diese Festsetzung unbeschadet der Allgemeinheit 
treffen, da wir ja andernfalls die Bezeichnungen (»j und co^ ver- 
tauschen können. 
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Das um den Eand des Parallelogramms in positivem Sinne zu 
erstreckende Integral ff{u)du zerfällt dann in die vier Teilintegrale 

3) Jf[^)d'^ + ff{u)du + ff{u) du + ff{u) du, 

a a + 2o>i a->2o>t a + 2Q>g 

deren jedes auf geradem Wege zu nehmen ist. Das dritte dieser 
Integrale geht durch die Einführung der neuen Integrationsvariabein 
r = w — 2 ö?3 über in: 

a 

Jf{v + 2(o^)dv, 

ebenfalls auf geradem Wege zu nehmen; und das ist wegen der 
vorausgesetzten Periodizität der Funktion f: 

a 

^Jf{v)dv, 

a + 2a>i 

also entgegengesetzt gleich dem ersten der vier Integrale (3). Ebenso 
wird gezeigt, daß das zweite entgegengesetzt gleich dem vierten ist. 
Die Summe aller vier Integrale, mit anderen Worten, das ff{u)du, 
genommen um den ganzen Eand des Parallelogramms, ist also Null; 
und hieraus und aus dem Satze I B, § 45, III ergibt sich der zweite 
LiouviLLESche Satz: 

V. Die Summe der Residuen einer elliptischen Funktion in den 
sämtlichen Polen, die im Innern eines Parallelogramms mit den Ecken 
(1) liegeriy ist stets gleich Null. 

Der Satz überträgt sich von dem genannten Parallelogramm 
sofort auf das fundamentale Periodenparallelogramm, wenn man für 
die etwa auf seinem Rande gelegenen Pole die § 12, IV getroffene 
Festsetzung beachtet. 

Ein wichtiges KoroUar des Satzes V ist: 

VI. Es gibt keine elliptische lunktion erster Ordnung. 

Denn eine solche müßte in ihrem einzigen Pole, der ein ein- 
facher sein müßte, das Residuum haben; dann wäre es aber eben 
kein Pol. 

§ 15. Der Satz von den Anzahlen der Nullpunkte und der Pole. 

Ist /*(«) eine elliptische Funktion, so überzeugt man sich durch 
Differentiation der definierenden Relationen (§11, 1, 2), daß auch 
f{u)lf{u) eine solche ist. Die Residuen dieser letzteren Funktion 
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sind aber entgegengesetzt gleich den Ordnungszahlen von f{u) (IB, 
§ 20, IV; § 46, II, III). Wenden wir also den Satz V des § 14 
auf die Funktion f'{u)lf{u) an, so erhalten wir für die Funtion f{u) 
das Resultat, daß die Summe ihrer Ordnungszahlen im Perioden- 
parallelogramm gleich Null ist; mit anderen Worten, wir erhalten 
den dritten LiouviLLESchen Satz: 

I. Jede elliptische Funktion hat im Periodenparallelogramm ebenso^- 
viel Nullpunkte als Pole, 

oder: 

I a. Jede elliptische Funktion n'**" Ordnung hat im Periodenparallelo' 
gramm gerade n Nullpunkte. 

Wenden wir diesen Satz, statt auf die Funktion f{u), auf die 
Funktion /"(w) — c an, so sehen wir: 

II. Jede elliptische Funktion n*^ Ordnung nimmt im Perioden- 
parallelogramm jeden vorgeschriebenen Wert c gerade n-mal an. 

Der Ausdruck: eine Funktion nimmt in einem Punkte a den 
Wert c gerade A-mal an, ist dabei ebenso zu verstehen, wie in 
IB, §46, VI. 

§ 16. Die Relation zwisclien den Lagen der Nullpunlcte 

und der Pole. 

Zum Schluß dieser allgemeinen Erörterungen wollen wir noch 
den Satz I B, § 46, XI auf eine elliptische Funktion f{u) anwenden. 
Zerlegen wir das um den Eand eines Parallelogramms zu erstreckende 
Integral 



/ 



u '. ' du 



wie in § 14 in vier Teile und nehmen die entsprechende Umformung 
vor, so erhalten wir für den dritten Bestandteil: 

a — 2 CO« a ■\- 2cox 

Die Summe des ersten und dritten Bestandteils wird also: 

a + 2a)i 

1) = - 2 <oj^dv = - 2«3 {logfia + 2 CO,)- logfia)]. 

a 

Nun ist zwar f[a + 2co^ ^ f[d)\ aber daraus darf man nicht 
schließen, daß hier auch log/'(a + 2ft>j) = log/'(a) gesetzt werden 
dürfe. Denn wenn für log/*(a) ein bestimmter Wert der unendlich 
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vieldeutigen Funktion Logarithmus gewählt ist, kann der Wert von 
log f{a + 2 (o) nicht mehr willkürlich gewählt werden, sondern es 
ist derjenige Wert zu nehmen, der aus dem ersteren durch stetige 
Fortsetzung längs des vorgeschriebenen geradlinigen Integrations- 
weges entsteht; und dieser ist mit dem ersten nicht identisch, wenn 
das Bild dieses Weges in der Ebene der komplexen Größe z = f{u) 
den Nullpunkt dieser Ebene umwindet (I B, § 54, XI ; § 56, II). Doch 
stört uns diese Unbestimmtheit hier nicht; denn jedenfalls ist die 
Differenz der beiden Werte ein ganzzahliges Vielfaches von 2 7ti. 
Die Summe des ersten und dritten Integrals beträgt also: 

2 a)^*2h^n i, 

ebenso die des zweiten und vierten: 

2 öjj • 2 Äj ;r z ; 

Äj und Äg bedeuten dabei ganze Zahlen, über die nichts weiter aus- 
gesagt werden kann, solange von der Funktion f{u) nichts weiter 
bekannt ist. Werden dann die Nullpunkte von f{u) im Perioden- 
parallelogramm mit ßj , öj, . . ., a^, die Pole mit b^ , *2^ • • -> K bezeichnet, 
so ergibt IB, § 46, XI die Gleichung: 



n n 



2) 2«v -2** = 2Aiß), + 2A3Ö),, 

V sr 1 V SB 1 

oder mit Anwendung des § 12 (2) erklärten Schreibweise die Kon- 
gruenz : 

3) i; flv = i; *v (modd. 2 «^ , 2 0^3), 

also den vierten ZiouviLLESchen Satz: 

Die Summe der Nullpunkte einer elliptischen Funktion im Perioden^ 
Parallelogramm ist kongruent zur Summe ihrer Pole, 

Wie aus der Ableitung dieses Satzes hervorgeht, gilt er auch 
für mehrfache Nullpunkte oder Pole; man muß nur jeden solchen 
Punkt so oft in die betreffende Summe aufnehmen, als seine 
Ordnungszahl angibt. — übrigens kann man in (3) auch das Gleich- 
heitszeichen setzen, wenn man einen der Nullpunkte oder Pole, die 
dem ins Auge gefaßten Periodenparallelogramm angehören, durch 
einen zu ihm kongruenten Punkt ersetzt, der ja auch Nullpunkt, 
bezw. Pol der betrachteten elliptischen Funktion sein muß. 
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§ 17. Bildung der Funktionen p u und / u. 

Wir haben bisher eine Beihe von Eigenschaften elliptischer 
Funktionen abgeleitet, ohne noch gezeigt zu haben, daß es wirklich 
zu jedem vorgelegten Periodenparallelogramm solche Funktionen 
gibt. Wir müssen diesen Beweis jetzt dadurch fuhren , daß wir 
nach Weiebstbass analytische Ausdrücke solcher Funktionen ex- 
plizite aufstellen. Die Kenntnis der bereits abgeleiteten Sätze wird 
uns dabei vergebliche Versuche ersparen. Nach § 13, I müssen 
die zu bildenden Funktionen notwendig Pole haben; also kommen 
die Entwicklungen in Partialbruchreihen (IB, § 51) in Betracht. Wir 
dürfen annehmen, ein Pol liege bei « == 0, da wir dies durch Ein- 
führung von M — c an Stelle von u immer erreichen können. Dann 
müssen auch alle zu u = kongruenten Punkte, also alle die Punkte: 

1) iü = 2Ai«i + 2Ä3«3 (Ai, A8 = 0, ±1, ±2...) 

Pole sein; und wir haben vor allem zu fragen, ob sich ein Exponent n 
so bestimmen läßt, daß die Beihe: 

2) 2' I « I -» 

erstreckt über alle Werte w mit Ausnahme ^ von ic = 0, konvergiert. 
Man zeigt folgendermaßen, daß das zwar noch nicht für n = 2, wohl 
aber für ti = 3 der Fall ist 

Der Nullpunkt ist Mittelpunkt eines aus vier Parallelogrammen 
bestehenden größeren Parallelogramms; sämtliche Punkte der Be- 
grenzung dieses letzteren haben von ihm einen Abstand, der zwischen 

zwei leicht angebbaren Grenzen r und R 

/ / "7^ ^^S^ (^^1- Fig. 25). Auf dieser Begren- 
'^ *"'^ ^ zung liegen acht Punkte w\ für jeden 

von ihnen ist: 

Fig. 25. r^\v,\^R 

Diesen Kern umgibt ein Kranz von 
Periodenparallelogrammen, auf dessen äußerer Begrenzung zweimal 
acht Punkte w liegen; für sie alle ist: 




^ Auf solche Ausnahmen wird hier und im folgenden, ebenso wie I B, § 52, 
durch den Akzent am Summenzeichen aufmerksam gemacht. 
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An diesen schließt sich ein zweiter solcher Kranz, mit dreimal acht 
Punkten w auf seiner äußeren Begrenzung, für die: 

3r< I M? I < 3i2; 

usw. Da auf diese Weise sämtliche Punkte w nach und nach 
erhalten werden, so kann man einerseits schließen: 

I. Die Glieder der Heike (2) sind bezw, nicht kleiner als die ent- 
sprechenden Glieder der Reihe: 

8 . 2.8 3.8 _ 8 f . 1 1_ 1 

i?* "*" (2Ä)" "*" (3Äf "^ • * " i?» 1 "*" 2"-i "^ 3"-i -r » ^'^^ 

da diese Reihe für n = 2 divergiert, divergiert auch die Reihe (2) 
für n =^ 2. 

Andererseits folgt: 

n. Die Glieder der Reihe (2) sind bezw, nicht großer als die 
entsprechenden Glieder der Reihe: 

8 2.8 3«8 ^ 8 f ^ 1 1 \ 

r« "* (2r)*» (8rf "^ ' ' ' r" t "^ 2""^ "^ 3"~=^ *"''}' 

da diese Reihe für n =i 3 konvergiert, konvergiert auch die Reihe (3) 
für n =i 3. 

Infolgedessen können wir eine eindeutige analytische Funktion 
von u, die die Punkte w zu dreifachen Polen hat, definieren durch 
die Gleichung: 

3) /(«l«i. «'3) = -22-7r^- 



w 



(u — wy 



Wollen wir aher eine Funktion bildeo, die die Punkte w nur 
zu zweifachen Polen hat, so können wir nicht einfach die Reihe 
2(m — w?)-2 ansetzen, da diese nicht konvergieren würde; wir müssen 
vielmehr nach Anleitung von I B, § 51, Gleichung (13) aus der Glei- 
chung (2) die folgende ableiten: 

4) /'(«l«„«,) = ^ + 2'|^srh^-i-)- 

Durch diese Gleichungen (3) und (4) sind zwei Funktionen de- 
finiert, die in der Beziehung: 

K\ dpu , 

zueinander stehen; wir müssen noch zeigen, daß diese Funktionen 
wirklich doppeltperiodisch sind. Von der Funktion p'u ergibt sich 
das direkt aus ihrer analytischen Darstellung (3) selbst. Denn wenn 
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man u um irgend eine Periode vermehrt, werden die Glieder der 
Eeihe (3) nur untereinander vertauscht; dadurch wird aber der Wert 
der Eeihe nicht geändert, da sie ja unbedingt konvergiert. Auf die 
Reihe (4) können wir diesen Schluß nicht anwenden, da in ihr die 
durch die Klammer verbundenen Glieder nicht auseinandergerissen 
werden dürfen. Wir können aber aus der Gleichung: 

6) /(m + 2«J=/?'(w), 

durch Integration ableiten: 

7) p{u + 2a)^)=^pu + C 

und folgendermaßen zeigen, daß die Integrationskonstante C gleich 
Null sein muß: Wie aus ihrer Definition durch die Eeihe (4) hervor- 
geht, ist die Funktion pu eine gerade Funktion ihres Arguments;^ 
denn zu jeder Größe w findet sich unter ihnen auch die entgegen- 
gesetzte, und die zu zwei entgegengesetzten Werten von «? ge- 
hörenden Glieder der Summe vertauschen sich einfach, wenn man 
u durch — u ersetzt. Es ist also auch 

8) /^(«i)=;^(-ö>i); 

und zwar ist p q>j jedenfalls ein endlicher bestimmter Wert. Denn 
pu ist nach seiner Definition und dem Satze IB, § 51, III überall 
regulär, außer in den Periodenpunkten. (Zu diesen gehört Wj sicher 
nicht; denn wäre (o^^ = 2 h^co^ + 2h^Q)^j so wäre das Verhältnis 
«g/coj reell und rational, gegen die Voraussetzung.) Setzen wir 
aber in Gleichung (7) m = — Wj, so folgt: 

Das kann mit (8) nur zusammen bestehen, wenn C = ist. — Für 
2(Ö3 gilt derselbe Schluß; also können wir zusammenfassend sagen: 

in. Durch die Reihen (3) und (4) sind in der Tat zu jedem 
nicht reellen Werte des Periodenverhältnisses zwei elliptische Funktionen 
— eine dritter, die andere zweiter Ordnung — dargestellt 

Man erhält noch eine bemerkenswerte Gleichung, wenn man die 
Gleichung (3), statt zwischen den Grenzen und Uf zwischen den 
Grenzen u und u + v integriert, nämlich: 

9) piu + v) ^pu = ^\ . — , r, — 7 ^ \ ' 



^ Auch aus § 16, 8 ergibt sich die Richtigkeit dieser Behauptung. 
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Wie aus ihrer Definition hervorgeht, genügen die Funktionen 
puj p'u für jeden Wert von m den Gleichungen: 

10) p {mu \ ma)^, ^ö^s) = m''^p{u \ ß)j, Wg). 

11) p' (m M I TW cüj , m ß?g) = m ~ ^p'{u \ co^ , (o^). 

Man pflegt das so auszudrücken: 

IV. p u und p' u sind homogene Funktionen der drei Variabein u, 
«j, «3 vom Grade — 2, bezw. — 3. 

§ 18. Die DifTerentialgleichung der Funktion pu. 

Zwischen den Funktionen p u und p' u besteht eine algebraische 
Gleichung mit von u unabhängigen Koeffizienten, die wir folgender- 
maßen ableiten: 

Zunächst stellen wir die (für eine gewisse Umgebung des Null- 
punkts geltende) Entwicklung von pu nach Potenzen von u auf. 
Nach IB, § 50, III dürfen wir dazu die einzelnen Glieder der zur 
Definition von p u dienenden Reihe nach Potenzen von u entwickeln 
und dann die Glieder mit gleichen Potenzen von u zusammenfassen. 
So erhalten wir zunächst: 

In dieser Entwicklung sind jedoch die Koeffizienten ungerader 
Potenzen von u sämtlich =0, da zu jedem w auch das entgegen- 
gesetzte vorhanden ist.^ Wir können also schreiben: 

2) pti = i^-2 + 2c„«2n-2 
und erhalten dann: 

3) jo'iÄ = - 2tt-3 + 2(2*1 - 2)c„m2«-3, 



n 



Für bestimmte Vielfache der beiden ersten Koeffizienten c hat 
man besondere Zeichen eingeführt; man setzt nämlich: 

4) ^2 = 20c,= 60 2' t^"^. 

5) ^3 = 28c3 = 140 2'^-'. 

Diese Größen y, und g^ sind also homogene Funktionen von 
ö>j und a>,, g^ vom Grade — 4, g^ vom Grade — 6. 

^ Man beachte auch, daß kein von u freies Glied auftritt; es ist das durch 
die Yerfiigang über die Integrationskonstante beim Übergang von p' u zu p u 
bewirkt 
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Unter Benutzung der Reihenentwicklungen (2) und (3) können 
wir nunmehr eine rationale ganze Funktion von p u und p' u bilden, 
die in tt = keinen Pol mehr hat. Bezeichnen wir zur Abkürzung 
mit (w") das Produkt aus u"* in irgend eine in der Umgebung von 
t£ = reguläre Funktion (nicht notwendig jedesmal dieselbe), so 
haben wir der Reihe nach: 

(p' m)2 - 4;?s M + ^j;? M = - <73 + (w«). 

Die linke Seite der letzten Gleichung ist sonach eine elliptische 
Funktion, die auch in m = und den dazu kongruenten Punkten, 
also überall regulär ist; folglich ist sie nach § 13, IV eine Kon- 
stante. Deren Wert ergibt sich aus eben dieser Gleichung, indem 
man in ihr m = setzt, als — 5^3. Damit ist der Satz bewiesen: 

L Zwischen p u und p' u besteht identisch die algebraische OUichung 
mit von u unabhängigen Koeffizienten: 

6) [p'uf = 4p^u- g^pu^ ^3. 
Setzen wir 

7) pu ^ Zf 

so können wir die Gleichung (6) auch schreiben: 

wenn wir dann nach du auflösen, integrieren und berücksichtigen, 
daß M = und 2: = 00 zusammengehörige Werte sind, so erhalten wir: 

9) «=C— =£^_. 

als Umkehrung der Gleichung (7). Wir können also sagen: 

IL Durch die Funktion pu wird das im L Abschnitt gestellte 
Problem der Umkehrung des elliptischen Integrals L Gattung in dem 
Falle gelöst, daß die Funktion unter dem Wurzelzeichen die in (9) auf- 
tretende spezielle Gestalt hat. 
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Zu beachten ist aber dabei, daß ff^ ^^^ ff 9 ^^^^ nicht unab- 
hängige Parameter bedeuten, die man nach Belieben wählen kann, 
sondern durch die Gleichungen (4) und (5) als Funktionen der 
Perioden definiert sind. Ob man die Perioden stets so wählen kann, 
daß ff 2 und ff^ beliebig vorgegebene Werte erhalten, ist eine Frage, 
die auch hier noch durchaus offen bleibt und die erst durch die 
Entwicklungen des VI. Abschnitts in bejahendem Sinne entschieden 
werden wird. 

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (16, § 44, VII] kann 
die rechte Seite der Gleichung (8) in drei lineare Faktoren zerlegt 
werden; wir setzen sie: 

10) ^ 4:[^ - e^)[z ^ e2)[z ^ e^). 

Wird pu einer dieser Zahlen e« (« = 1> 2, 3) gleich, so wird 
p'u^O. Andererseits folgt aus den Gleichungen: 

/?'( — tt) = — p'i^ 
und 

y (m + 2 cö) = p u, 

daß p'u entweder Null oder unendlich werden muß, wenn u gleich 
einer halben Periode wird. Es wird aber nur in den zu kongruenten 
Punkten unendlich; also muß es in a?^, oj^y cj^ Null werden, und da 
es eine elliptische Funktion 3. Ordnung ist, kann es nach § 15, I 
auch nirgends sonst als in diesen Punkten und den zu ihnen kon- 
gruenten Null werden, und in keinem von ihnen von höherer als der 
ersten Ordnung. Also muß pu in jedem der Punkte coj, co,, (O3 
einen der Werte e^, e^, e^ annehmen; und zwar nimmt es in jedem 
dieser Punkte den betreffenden Wert mindestens zweifach an (I B, 
§46, VI). Aber pu nimmt jeden Wert im Periodenparallelogramm 
gerade zweimal an (§ 15, I); also muß es in jedem der drei Punkte 
o?j, cog, ö>3 einen anderen der drei Werte «j, e^, e^ annehmen, und 
diese drei Werte müssen voneinander verschieden sein. Es gilt 
also der Satz: 

ni. Die drei Faktoren des Ausdrucks (10) sind stets voneinander 
verschieden, 

(In der Tat würde auch sonst die Umkehrung des Integrals (9) 
nur auf einfach periodische Funktionen führen.) 

Wir denken uns die Bezeichnung so gewählt, daß 

11) ;?Wi = <?i, poo^^e^, Pf^z'^e^ 
wird. 
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Nach den Sätzen über den Zusammenhang der symmetrischen 
Funktionen der Wurzeln mit dem Koeffizienten einer algebraischen 
Gleichung bestehen die Relationen: 

12) ^1 + ^a + ^8 = 0, 

13) ^1 ^a + ^3 ^8 + ^8 ^1 = - iK^ + ^2* + ^8^ = - \ff2 

14) ^I^2^3=i5'8- 

Die Ca sind homogene Funktionen von (o^, C03, vom Grade — 2. 
Durch wiederholte Differentiation nach u erhält man aus der 
Gleichung (6) der Reihe nach die Gleichungen: 

15) P"u^6p^u--:^ff,, 

16) /"m = 12 pup'u, 

17) /'"m = 120pH - 18 ff^pu - 12^3 

usw. Man beweist allgemein durch den Schluß von n auf ti + 1 : 

IV. Die (2 n/* Ableitung von pu ist gleich einer rationalen ganzen 
Funktion (n + /)'*" Grades von p u, die (2n -^ ly^ gleich dem Produkt 
von p' u in eine rationale ganze Funktion n'**» Grades von p u. Die 
Koeffizienten dieser Funktionen sind ganze ganzzahlige Funktionen von 

Die Gleichung (16) insbesondere kann zur Ableitung einer ein- 
fachen Rekursionsformel für die Koeffizienten der Entwicklung (2) 
dienen. Entwickeln wir nämlich ihre beiden Seiten nach Potenzen 
von u und vergleichen die Koeffizienten von M^^-ß, so erhalten wir 
für A > 3: 

(2A - 2)(2 A - 3)(2 A - 4)q = 24{(A - \)c, + (X - 9)c^c,^2 

+ (A — 4) C3 ca-3 + . . . + 2 ca«3 C3 + cx,2 c, — Ca} 
= 24(Ä - 2)q + 12(A - 2){c2 Cx-2 + ^3 ^a-s + • • • + ^^-2^2}, 
also: 

""^ = (;i-3)(2A + l) l^^a "^^-2 + ^3 ^A.3 + . . . + C,_2C,} . 

V. Es sind also alle Koeffizienten der Entwicklung (2) rationale 
ganze Funktionen der beiden ersten. 

Es ist das insofern ein sehr merkwürdiger Satz, als es nicht 
leicht ist, ihn direkt aus der Definition dieser Koeffizienten durch 
die Summen 2'*^"^^» ^^^® Zuhilfenahme der Funktion pu, zu 
beweisen. 
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§ 19. Die Funktion Cu. 

Ebenso wie wir aus Gleichung (3) von § 17 Gleichung (4) des- 
selben abgeleitet haben, erhalten wir aus dieser durch abermalige 
Integration eine neue Funktion: 

1) ^« = ^ + 2-1^ + ^ + ^), 

die in den Gitterpunkten w nur noch je von der ersten Ordnung 
unendlich groß wird. Diese Funktion kann somit angesehen werden 
als definiert durch die Gleichungen: 



u 



2) pu = --^, ^u^-^Jpudu, 

wenn die Integrationskonstante so bestimmt wird, daß in der Ent- 
wicklung von ^u nach Potenzen von u kein von u freies Glied vor- 
kommt. Will man diese Nebenbedingung in die Formel mit auf- 
nehmen, so kann man schreiben: 



u 



2a) ^u = ^-j(pu-^^du. 



Die Anfangsglieder ihrer Reihenentwicklung nach Potenzen von u sind : 

Doppeltperiodisch kann diese Funktion ^u nicht sein, da sie 
im Periodenparallelogramm nur einmal unendlich groß wird. In 
der Tat kann man zwar ganz ebenso, wie aus der Gleichung (6) 
von § 17 die Gleichung (7) desselben abgeleitet wurde, jetzt aus 
der letzteren wieder ableiten: 

4) i;[u + 2 «J = Jm + Const.; 

aber man kann jetzt nicht wie damals schließen, daß die Konstante 
gleich Null sein muß. Denn ^u ist eine ungerade Funktion von 
u\ setzt man also in der Gleichung (4) m = — «^ und benutzt die 
Bezeichnung: 

5) Cö^i = ^i> 
so erhält man Const. = 2^^, also: 

6) ^(i^ + 2«i) = fw + 27?i. 
Ebenso findet man: 

7) f(z/ + 2«3) = Cw + 27?3, 

BuRKHARDT, Funktionen. II. Zweite Aufl. 4 
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wenn rj^ durch die Gleichung: 

8) ^ö>s = % 

definiert wird. 

Durch wiederholte Benutzung der Gleichungen (7) und (8) 
findet man: 

9) f(M + 2Ä,«i +2Ä3Ö>3) = fti + 2Äi ^1 + 2*31/3; 
insbesondere flir Äj = A3 = — 1 : 

10) C{u + 2(o^)=^Cu + 2Vi, 
wenn i]^ durch die zu § 12 (1) analoge Gleichung: 

11) ^i+^a + % = 

definiert wird. Substituiert man m= ■— «j ^^ (^^)> ^^ ^^^8* noch: 

12) ?ö>a = ^3- 

Die durch die Gleichungen (5) und (8) eingeführten Größen 
fj^, rj^ sind Funktionen von w^, co^. Es geht aus unseren bisherigen 
Entwicklungen zunächst nur zweierlei über sie hervor: sie haben für 
alle Wertepaare co^, «3, die der Bedingung § 14, IV genügen, endliche 
bestimmte Werte, da dann g)^ und «3 nicht zu den 2« gehören 
(§ 17); und sie können nicht beide für ein und dasselbe Wertepaar 
cöj, «3 verschwinden, da sonst die dazu gehörige Funktion ^u 
doppeltperiodisch wäre. Wir erhalten aber eine wichtige zwischen 
ihnen bestehende ßelation, wenn wir den Satz von der Summe der 
Eesiduen (IB, §45, III) auf die Funktion ^u und das Perioden- 
parallelogramm anwenden. Da nämlich ^u in diesem nur einen 
Pol und in ihm das Residuum + 1 hat (wie die Darstellung (1) 
zeigt), so folgt: 

13) 2ni= l^udu+ l^udu+ l^udu+ l^udu, 

a a + 2coi a — 2a>t a + 2o>t 

Nun ist (vgl. die Ableitung des Satzes § 14, V): 

a + 2 a>3 a a 

j ^udu = j ^(u + 2(o^)du = j {^u + 2r]^)du 

o — 2c»t a + 2cüi a + 2a}i 

(nach Gleichung (7)); also die Summe des ersten und dritten Inte- 
grals auf der rechten Seite der Gleichung (13): 

o + 2ft>j 



= — j^%du = - 4a}i^3. 



a 
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Ebenso ist die Summe des zweiten und vierten Integrals ä + 4 ly^ cOj ; 
man erhält also den Satz: 

I. Die durch die Oleichungen (ö) und (8) definierten Funktionen 
Vi9 % ^^^ ^if ö?3 sind nicht voneinander unabhängig y sondern es bc' 
steht zwischen ihnen die „LsGENDBESche^ Relation^': 

Das Vorzeichen von i in dieser Relation ist wesentlich durch 
die in § 14, II getroffene Festsetzung betr« die Lage von co, zu co^ 
bedingt; würde man diese Festsetzung abändern, so würde man auch 
in der LEGENDBEschen Relation das Vorzeichen ändern müssen. 

Führt man die Größen a^, rj^ in die LEGENBBESche Relation 
ein, so erhält man verschiedene gleichbedeutende Formeln, die man 
in die eine Aussage zusammenfassen kann: 

n. US ist: 

15) na Q}y — fiy (Oa = -Y- oder = ^, 

je nachdem (a, /?, y) eine gerade oder eine ungerade Permutation der 
drei Indizes (1, 2, 3) ist. 

Eine andere Darstellung der Funktion f erhalten wir, wenn wir 
in der Gleichung (9) von § 17 ?/ und v vertauschen und dann in 
bezug auf u zwischen den Grenzen und u integrieren; nämlich: 

16) Hu + v)^Cv + upv:=^ vi ^ 1^ + ^ ^ \ . 

Was die Homogeneltät (§ 17, IV) der in diesem Paragraphen 
eingeführten Größen angeht, so ist ^u eine homogene Funktion des 
Grades — 1 von u, co^, w^; rj^ und 1/3 sind ebensolche Funktionen 
von cöj und w^ allein. 

§20. Die Funktion <tu. 

Aus den Eigenschaften der Funktion ^u folgt (IB, § 65), daß 
sie die logarithmische Ableitung einer ganzen transzendenten 
Funktion au ist. Wir sagen: 

I. Definieren wir eine Funktion au durch die Gleichung: 

ix d\oQ,QU a' u V 

1) -^ = = J^u 

' du au ^ 

und die Nebenbedingung: 

2) ff'(0)=l, 

^ Bei Legendbe selbst erscheint sie in etwas anderer Form. 

4* 



52 Elliptische Funktionen. 



so können vnr sie für edle endlichen Werte von u darstellen durch dcLS 
unendliche Produkt: 



3) ö-M = «.[!' 



vo 



l('-^) 



u tt* 

___ JL. II 

w tv* 

e 



In diesem Produkte dürfen ebensowenig wie in den unendlichen 
Eeihen der letzten Paragraphen die in einer Klammer vereinigten 
Bestandteile auseinandergerissen werden. 

II. Als ganze transzendente Funktion laßt sich diese Funktion a u 
in eine in der ganzen Ebene konvergente ReHie entwickeln. 

Die Koeffizienten dieser Keihe sind ganze Funktionen von g^ 
und ^3 mit rationalen Zahlenkoeffizienten. Man erhält sie aus § 19, 3; 
zunächst durch Integration: 

4) ^ogau = \ogu -^ -^ g^u^ -^ Wi^3"®+ ••• 
und daraus: 

5) au^u-^-^g^u^^-^g^u'^+ ... 

Beide Darstellungen (3) und (5) zeigen übrigens: 

III. (TU ist eine ungerade Funktion von u. 

Das Verhalten von a u bei Vermehrung des Arguments um eine 
Periode leiten wir aus § 19, 6 durch Integration ab. Bezeichnen 
wir mit C eine Integrationskonstante, so erhalten wir zunächst: 

Um die Konstante zu bestimmen, setzen wir u = — co^ und be- 
rücksichtigen Satz III; wir erhalten: 



acoy^ = — C^-2i7i«j^ 



fi> 



!• 



Da cöj keine Periode ist (vgl. § 17), ist aoo^ sicher =[= 0; also 
muß C= — ^2171«! gejn^ j)ie gesuchte Gleichung lautet folglich: 

6) (t{u + 2«i) = — tf2»7i(tt + a>i)^^^ 

Ebenso wird erhalten: 

7) . a[u + 2a?3) = — e2'7«(" + «s)(7M. 

Aus diesen beiden Formeln läßt sich nun das Verhalten von u 
bei Vermehrung des Arguments um eine beliebige Periode ableiten. 
Man erhält zunächst, wenn man in der Gleichung (6) u durch 
M + 2 (öj ersetzt: 

a{u + 4cöi) = — (?2»7i(« + 3a>,)Q.(^ + 2(öj) = e*'?i(« + 2«i)ö"(M), 
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allgemein: 

¥de man durch den Schluß von A^ auf ä^ + 1 hestätigt Ebenso 
erhält man: 

Setzt man in Gleichung (9) m + 2 h^ oo^ für u und wendet dann 
Gleichung (8) an, so erhält man: 

ö'(m + 2Aiö?i + 2Ä3(Ö3) = (— l)*.tf2Ä,,,,(« + 2Ä»aH + Ä.o„)ö-(w + 2Äiö>i) 

Verfährt man aber umgekehrt, so erhält man für dieselbe Größe 
den Wert: 

Beide Werte müssen aber doch übereinstimmen (und zwar für 
jedes Paar ganzer Zahlen ä^, h^\ also folgt: Die Differenz der Ex- 
ponenten für Aj = Äj = 1, nämlich ^{r}^(o^ — %(o^y muß jedenfalls 
ein ganzzahliges Vielfaches von 2;ri sein, wenn es überhaupt eine 
eindeutige Funktion von u geben soll, die die beiden Eigenschaften 
(6) und (7) gleichzeitig besitzt. Mehr können wir auf diesem Wege 
allein nicht schließen; aber da wir bereits in § 19, Gleichung (14) 
gefunden haben, daß dieses Vielfache gerade =^2ni ist, so können 
wir die gefundene Formel schreiben: 

Setzen wir zur Abkürzung: 
11) Äj co^ + A3 a?3 = «, Äj rii + A3 1^3 = ri, 

so können wir auch sagen: 
IV. Allgemein ist: 

12) (T{u + 2(x))= HF ^2i?(u + a>)^^. 

und zwar gilt das Zeichen — , wenn w nur eine halbe, +, wenn es 
zugleich eine ganze Periode ist 
Insbesondere ist: 

13) (t{u + 2(0^)= — ö2i7.(« + «,) 0- u. 

Eine Darstellung von <t u, die später von Wichtigkeit wird, er- 
halten wir durch Integration aus § 19, Gleichung (16), nämlich: 



U M* 



j^j ajU + v) ^^^u:v + ^l^u*pv =: Yl](l ü_^e«;-t; + 2(u;-t;)« |- 
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Aus dieser Darstellung läßt sich die Gleichung (10) durch 
direkte Bechnung ableiten, indem man in ihr v = 2(0 setzt. Aller- 
dings erscheinen dabei ihre beiden Seiten zunächst in unbestimmter 
Form; aber der Grenzübergang läßt sich ausführen. Es bleiben 
nämlich für lim t? = 2 cö alle Faktoren des unendlichen Produkts bis 
auf einen endlich und das Produkt selbst gleichmäßig konvergent; 
und zwar ist sein Grenzwert gerade gleich demjenigen Produkt, 
durch das in Gleichung (3) aulu ausgedrückt war. Es bleibt dann 
noch der Grenzwert: 

ZU bestimmen, was durch Reihenentwicklung geschieht. Setzen wir 
zur Abkürzung r — 2 et? = Vj und benutzen die Abkürzung {v^) in 
demselben Sinne wie § 18, so haben wir: 

ö- 1? = t7j C' (2 (ö) + (l?!^). 



(\+^yv = uG'{2w) + [v^), 



^ _ 1 _ (T^ (2 o) + t?t a" (2 6)) + (v^^) 1 

Setzen wir das alles ein, so erhalten wir als den gesuchten 
Grenzwert: 

a" (2 ü>) 



t" a' 



also die Gleichung: 

15) (7(m + 2«) = ö-'(2«).ö*'''(2«') "(t(m), 

die, was die Abhängigkeit von u betrifft, mit (12) übereinkommt. 
Vergleichung der Koeffizienten gibt die Beziehungen: 

16) (7'(2w)= =Fe2i;a,^ 
' 0" (2 0)) 
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§ 21. Darstellung von au durch ein einfach unendliches Produkt. 

In dem unendlichen Produkt (3) des vorigen Paragraphen durch- 
laufen die Buchstaben Äj, h^ unabhängig voneinander alle ganz- 
zahligen Werte; man kann es deshalb als ein yjzweifach unendliches 
Produkt^^ bezeichnen. Faßt man alle diejenigen Faktoren, in welchen 
Äg einen und denselben Wert hat, zu einem einzigen Faktor zu- 
sammen, so hat man dann noch alle diese Faktoren zu einem „eiji- 
fach unendlichen Produkt*^ zu vereinigen. Um das bequem aus- 
zuführen, führen wir zunächst die auch später noch häufig zu be- 
nutzenden Bezeichnungen ein: 

dann können wir das zweifach unendliche Produkt, von dem wir 
ausgehen, folgendermaßen schreiben: 

2) <T(2«,«) = 2«i«n'|(l-^)«^''*^), 

{w = fi + VT, ^j V = Oj ±1, ± 2, ... in inf.) 
oder auch: 

8) (^{2(o^v)=)jfp,{v), 

v = -00 

indem wir setzen: 

4) <?'oW = 2«i«n'{(l-7)«^''*^} 

und flir i/ =}= 0: 



I« \ 



5) 9'''W = Il^{(l-;;r^)«''-^"''*^'-^"^' 

In jedem dieser Teilprodukte können wir die letzten Faktoren 
der einzelnen Glieder für sich vereinigen, da die Summen: 

und: 



+ °° 1 TT« 



7) y _ 

^ -~ QQ (jU + y t)* sin* y t ti 

jede für sich unbedingt konvergieren (IB, § 52, 1, 17). Die Werte 
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der übrig bleibenden Produkte können wir aus IB, § 65, (9) und (10) 
entnehmen; wir erhalten so: 



V««» 



8) tp^ {v) = 

und für v ^0\ 



2 Oj 6 



n 



e sin t; TT, 



V*3l* 



1 v n 
9) 9,, (r) = 8"(''»-^)" ^ 'Bin« . ,n 



Sin V xn 



Wenn wir dann das Produkt aller dieser Faktoren bilden 
wollen, so können wir wieder die mit v^ multiplizierten Glieder in 
den Exponenten für sich vereinigen. Denn: zufolge der Voraus- 
setzung § 14, IV, an der wir immer festhalten, ist 

10) 3 > 0, 

wenn: 

11) rn = a + bi 
gesetzt wird. Da dann: 

ist (vgl. IB, § 40, 9), so ist nach IB, § 5, III: 

12) I smvrn \ > |(^ IH?» - ^- IH^») > \ v \ b\ 

und da die ßeihe 2 ^'"'^ unbedingt konvergiert, so folgt, daß das 
gleiche von der Reihe ^' sin ~ ^ 1/ r tt gilt Setzen wir also zur vor- 
läufigen Abkürzung: 

9 s 

80 erhalten wir: 

14) ff (2 m, V) = 1^ c«"' sin vnT['[ "'^^.•'"~^^" «».oot.r.l . 

Damit haben wir für die gesuchte Darstellung der Sigmafunktion 
durch ein einfach unendliches Produkt eine erste Gestalt gefunden. 
Eine bequemere Gestalt erhalten wir, wenn wir je zwei Faktoren 
zusammennehmen, in denen v entgegengesetzt gleiche Werte hat; 
die Exponentialfaktoren heben sich dann weg, die trigonometrischen 
lassen sich vermöge der Gleichung: 

sin («/ T + v) ;r . sin (1/ T — r) TT = -J- (cos 2 ü ;r — cos 2vTn) 

= sin^ vrn — sin^ v n 
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umformen, und wir erhalten: 

1 K\ /O \ 2 G)i ^ . . -Ä f- sin' t? TT \ 

Eine dritte Form erhalten wir, wenn wir die trigonometrischen 
Funktionen durch Exponentialfunktionen ersetzen. Führen wir zu 
diesem Zwecke die auch später noch Öfter zu benutzenden Be^ 
Zeichnungen ein: 

16) e'^'^^—z^ e»^» = Ä, 
so haben wir zu setzen: 

17) • *-*"' 
18) 

19) 

20) 

Damit geht die Gleichung (14) zunächst über in: 

21) .(2«,«)=i-«^«-^-^^n^^-^^^^;^%#^^^- 

^ ^ ^ ^ 2 i vVi (l - h^'f 

Hier kann man das unendliche Produkt in drei Teilprodukte 
spalten. Denn aus der Ungleichung (10) folgt: 

22) |A|<1; 

man kann deshalb für jeden endlichen und von Null verschiedenen 
Wert von z eine Zahl N von der Beschaflfenheit angeben, daß 
h'^^z^ I kleiner ist als ein von v unabhängiger echter Bruch ?w, 
sobald v> N ist. Für alle solchen v läßt sich nach I B, § 56, VI 
der Hauptwert von log(l — h^^ z^ in eine Reihe entwickeln, aus der 
hervorgeht, daß sein absoluter Betrag: 

\h^'x^\ 1^2" »2 





sm V n 


■ 




2i 


> 














mivrn 


= 


h"" 


2i 


= 


. 1 

2 — 


2^" 


' 1 






sin 


{VT — v)% 


= 


h" 


2i 


h" 


"x 


= iz 


1 - 


-h'-x' 
2Ä'' 


■2 

> 


sin 


VT + v)n 


1 ' 


Ä" 


x — h" 


"" % 


-1 


=^ iz 


-1 




*2 



00 



ist. ^ Da nun die Summe 2 1 A^»' 2:^ | wegen (22) unbedingt konvergiert. 



y^N 



80 folgt, daß das gleiche auch gilt für die Summe 2 1^8(1 — ä^»'^;^) 



^ Vgl. auch die Ungleichung lA, § 52, (9), die dort allerdings nur für 
reelle Argumente abgeleitet ist. 
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und folglich auch für das Produkt JJ (1 — A^^r^). Infolgedessen 
kann man die Gleichung (21) auch schreiben: 



00 



00 



23) (T{2(o^v)^^^^e^^' 






71 



2i 



y = l 



Auch aus dieser Gleichung können wir ablesen, was aus o* wird, 
wenn wir das Argument um eine Periode vermehren. Ersetzen wir 
nämlich u durch u + 2a)^, so haben wir v durch v + 1, z durch 
— 2: zu ersetzen. Damit erhalten wir: 

24) (7(2g>iü + 2«i) =- ß«(2« + i).ö.(2(öjü). 

Wollen wir aber u durch m + 2 cog ersetzen, so müssen wir v + r 
für V und hz für z schreiben. Damit erhalten wir zunächst: 



c (2 cöj r + 2 CÖ3) = 



00 



00 



hx - h-^X-"- /7(l - ä2- + 2^^ j^(i _ ä2--2«-2) 

^"1 e o(t> + t)« ""^ ü^i 



2i 



also: 



25) 



v = l 



-1^-1 



0" (2 ü)i t?) » — * " ^ 

__ p (a T - jr t) (2 17 + t) 



1 - * 



-2 



1 -Ä«^' 



Vergleichen wir diese Formeln mit den früheren (§ 20, 6 und 7), 
so erhalten wir: 

26) a = 2rj^(D^, ar — tii = 2rj^(D^] 

die erste dieser Gleichungen gibt den Ausdruck der in diesem 
Paragraphen, Gleichung (13), eingeführten Größe a durch die früher 
benutzten Größen, die zweite dann einen dritten Beweis der 
Legendee sehen Relation (§ 19, 14). 

Führen wir in den Ausdruck von a (Gleichung 13) ä ein, so 
erhalten wir noch: 

"^1 = 2^ { * " 2' (^v ^ ^-v)2 ) 



27) 



2«! M ,-^1 (i_ä2-)2 J 






— ein einigermaßen handlicher Ausdruck für die Größe rj^ , an dem 
es uns bisher noch fehlte. 
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Darstellung der elliptischen Funktionen durch au jmA pu. 

§ 22. Darstellung der elliptischen Funktionen durch Quotienten 

von er-Produkten. 

Jede rationale Funktion einer komplexen Veränderlichen kann 
als Quotient yon Produkten von Linearfaktoren dargestellt werden, 
anders ausgedrückt, von Funktionen, die nur in je einem Punkte 
Null werden. Wollen wir eine analoge Faktorenzerlegung einer 
elliptischen Funktion yomehmen, so werden wir nicht verlangen 
dürfen, daß die einzelnen Faktoren selbst elliptische Funktionen 
sein sollen; denn es gibt keine elliptische Funktion, die nur in 
einem Punkte des Periodenparallelogramms Null würde (§ 14, VI). 
Wohl aber hat die Funktion rr (w — a) die Eigenschaft, daß sie nur 
f ür 2£ =s a und in den dazu kongruenten Punkten Null wird; und 
aus solchen Faktoren läßt sich in der Tat jede elliptische Funktion 
zusammensetzen. Bilden wir nämlich einen Quotienten von Pro- 
dukten solcher Funktionen: 

m 

1) ^{u)^C'-^ , 

nfr(u-' bk) 

unter C einen von u unabhängigen Faktor verstanden, so können 
wir uns zunächst auf Grund der Gleichungen (6) und (7) des § 20 
ohne Mühe von der Bichtigkeit des Satzes überzeugen: 

I. Jeder solche Quotient ist eine elliptische Funktion von ti, wenn 
die beiden Gleichungen bestehen: 

2) m = Uj 

n n 

Andrerseits haben wir in § 15 und 16 gelernt, daß die Null- 
punkte und "Pole jeder elliptischen Funktion die Gleichungen (2) und (3) 
befriedigen, wenn wir aus jedem System kongruenter Nullpunkte, 
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bezw. Pole einen geeigneten Repräsentanten auswählen. Da wir 
ferner gesehen haben, daß zwei eUiptische Funktionen mit denselben 
Nullpunkten und denselben Polen sich nur durch einen von u un- 
abhängigen Faktor unterscheiden können, so können wir schließen: 

n. Jede elliptische Funktion läßt sich in der Form (1), mit den 
Bedingungen (2) und (3), als Quotient von Sigmaprodukten darstellen. 

Man beachte, daß die Entwicklungen dieses Paragraphen nirgends 
voraussetzen, daß die a^ oder die b^ voneinander verschieden seien. 
Die Sätze I und 11 gelten vielmehr auch für mehrfache Nullpunkte 
und mehrfache Pole; man hat nur jeden Punkt, der z. B. ein Z-facher 
Nullpunkt der Funktion werden soll, /-mal unter die a^ aufzunehmen. 

§ 23. Ein wichtiger Spezialfall; Additionstlieoreme der Funictionen 

pu und p' u. 

Wir wenden den Satz 11 des vorigen Paragraphen zunächst auf 
die Funktion pu—pv an, indem wir unter v eine von u unab- 
hängige Größe verstehen, von der wir vorläufig voraussetzen, daß sie 
nicht gleich einer halben Periode sei. Diese Funktion wird, als 
Funktion von u betrachtet, für 7i = von der 2. Ordnung unendlich 
groß, dagegen für die beiden unter der angegebenen Voraussetzung 
inkongruenten Werte u = r und « = — r Null, und zwar nur von 
der ersten Ordnung, da dann p' v und />'(— v) von Null verschieden 
sind. In allen Punkten, die weder zu 0, noch zu v, noch zu — t? 
kongruent sind, ist sie endlich und von verschieden. Die ge- 
nannten Pole und Nullpunkte sind unter den unendhch vielen zu 
ihnen kongruenten schon so ausgewählt, daß die Gleichung (3) des 
vorigen Paragraphen genau (nicht etwa bloß bis auf Perioden) be- 
steht. Also ist die zu untersuchende Funktion von: 

<t{u — v)a{u -^ v) 



nur um einen Faktor verschieden, der von u unabhängig ist (aber 
deswegen nicht auch von v unabhängig zu sein braucht), um ihn 
zu bestimmen, eutwickeln wir beiderseits nach Potenzen von u und 
vergleichen die Koeffizienten von m"^^ Wir erhalten so: 
I. die fundamentale Formel: 

- V (T (u '\r v) ' ü (u — v) 

1) pu-'pv= 



G^ u- a^ V 



Bei der Ableitung dieser Formel mußten wir voraussetzen, daß 
V nicht gleich einer halben Periode sei; wir können uns nachträglich 
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von dieser Einschränkung wieder frei machen. Denn da auf beiden 
Seiten eindeutige analytische Funktionen auch von v stehen, so 
müssen (nach IB, § 66, IV) beide Seiten übereinstimmen für alle 
diejenigen Werte von v, für die sie Bedeutung haben. 

Aus der somit als allgemein gültig bewiesenen Formel leiten 
wir zunächst durch logarithmische Differentiation nach u, bezw. v 
die beiden folgenden her: 

Aus diesen ergibt sich durch Addition: 

II. das sogenannte Ädditionstheorem der Funktion ^u: 

4) ?(« + r) = C« + i:« + i|j^; 

und aus diesem durch abermalige Differentiation nach u: 

III. das Ädditionstheorem der Funktion pu in der Form: 

5) piu + v)== pu — \ -3— ^— • 

' ^^ ^ '^ ^ o u pu — pv 

Dem letzteren kann man noch verschiedene andere Formen 
geben. Führt man zunächst die Differentiation aus und benutzt die 
Gleichungen (6) und (15) von § 18, so erhält man: 

) P\ T } P T 2(pu — pvY ' 

und wenn man auf gleichen Nenner bringt: 

) F\ i ) 2(pu — pvY 

Vertauscht man ferner in Gleichung (6) u mit v und verbindet 
die so entstehende Gleichung mit (6), so erhält man: 

8) p^u + v)+pu+pv = :^(^^=^)l. 

Ersetzt man in dieser Gleichung u durch u + v und v durch 
— Vy so findet man, daß ihre linke Seite auch gleich: 

1 j p^(u + v) + p' vV 
^\p(u-\-v)—pv) 

ist. Es muß also auch: 

p' u -^ p' V p' {u -V V) -¥ p^ V 

pu — pv p(u -h v) — pv 
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sein; Entwicklung beider Seiten nach Potenzen von u zeigt, daß das 
untere Zeichen das richtige ist. Diese Formel nimmt eine sym- 
metrische Gestalt an, wenn man ein drittes Argument w so ein- 
führt, daß: 

9) u + v + w — 

wird; sie lautet dann: 



10) 



p u — p V p w — p V 
pu — pv pw — pv 



oder in Determinantenform: 



11) 



1 pu p u 
1 pv p' V 
1 pw p' w 



= 0. 



Durch Vertauschung von v mit — v erhält man Formeln für 
/? (m — t?), die sich mit den schon erhaltenen in mannigfacher Weise 
verbinden lassen. Unter diesen Verbindungen sei erwähnt: 

12) ;,(« + »)_;,(„_ r) = - jj^i^, ö^^l«g(?« -V'^)-^ 

aus ihr entspringt durch doppelte Integration in bezug auf u und 
auf V wieder die Ausgangsformel (1). 

Das Additionstheorem der Funktion p' u erhält man am be- 
quemsten, indem man Gleichung (5) nach v diiferentiiert; man findet: 



13) 



p U — p V 



p'{u + ») = - i^V 

^ ^ * f ^ duov pu — pv 



\(pv - 



{p'v? 
puY 



-.'t 



p V 



^pu 



2(pv — puy 
[ {pu — pvf 2(pv — puy } ^ 



Die wesentlichste Eigenschaft dieser Formeln sprechen wir aus- 
drücklich aus in dem Satze: 

IV. p{u + v) und p' (w + V) drücken sich rational aus durch p m, 
pv^ p' Uj p' V, 

Man kann sie auch noch etwas anders fassen; man kann näm- 
lich mit Hilfe der Gleichung von § 18 und der aus ihr durch Ver- 
tauschung von u und v hervorgehenden p u und p' v, bezw. p u und 
pv eliminieren. Man findet dann: 
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V. Zwischen p{u + v), pu, pv — und ebenso zwischen p' (m + r), 
p Uy p' v — besteht für beliebige Werte von u und v eine algebraische 
Gleichung, deren Koeffizienten von u und v unabhängig sind. 

Von einer Funktion, die diese Eigenschaft hat, sagt man, sie 
besitze ein algebraisches Additionstheorem. ^ 

Wir schließen noch die Darstellung von p u als Quotient von 
Sigmaprodukten an. Diese Funktion wird nach § 17, (3) für w == von 
der dritten Ordnung unendlich und nach § 18, III in den drei Punkten 
cöj, (ög, «8 je von der ersten Ordnung Null. Diese Punkte genügen 
der Bedingung § 22, 3; es ist also: 

14) p U SS ^ r • 

' ^ (F (Dl (T (üg^ (T ü)^ (T^ U 



§ 24. Partialbruchzerlegung der elliptischen Funktionen. 

Nach § 13, VI ist eine elliptische Funktion bis auf eine additive 
Konstante bestimmt, wenn für jeden Pol die Glieder mit negativen 
Exponenten in der zugehörigen Eeihenentwicklung der Funktion 
bekannt sind. Wir wissen bereits aus § 14, V, daß diese Glieder 
der einen Einschränkung unterliegen, daß die Summe der Residuen 
gleich Null sein muß; ob sie noch anderen Bedingungen unterworfen 
sind, blieb damals dahingestellt. Wir wollen jetzt versuchen, eine 
elliptische Funktion zu bilden, für die jene Glieder in Überein- 
stimmung mit jener Bedingung, im übrigen aber ganz willkürlich 
vorgeschrieben sind. 

Wir nehmen den einfachsten Fall voraus, daß die vorgeschrie- 
benen Pole fl^ (Ä = 1 , 2 . . , n) alle einfach sind. Die Residuen in 
ihnen, Aj^, müssen der Bedingung genügen: 

1) J^ + A^+..,+A^ = 0. 

Eine Funktion, die diese vorgeschriebenen Pole und Residuen 
hat, ist: 

2) ^{u) = A^ f (m - «i) + ^2 f (m - ßg) + • • • + A^i^ - «J' 

Die einzelnen Terme dieser Funktion sind freilich keine ellip- 
tischen Funktionen; vielmehr tritt zu jedem von ihnen nach § 19, (9) 
eine Konstante 2rj,Aj^, wenn man das Argument u um eine Periode 
2 G) vermehrt. Aber die Summe dieser Konstanten ist Null, eben 



^ Man beachte, daß Gleichung (4) kein algehraisehes Additionstheorem 
vorstellt, da zwischen 'pu und ^u keine algebraische Gleichung besteht. 
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wegen der vorausgesetzten Eelation (1). Also ist t//(tt) in der Tat 
eine elliptische Funktion mit den verlangten Eigenschaften. 

Gehen wir nunmehr zum allgemeinsten Fall über; nehmen wir 
an^ für jeden Pol a^ sei die Ordnungszahl k^ gegeben und das 
Aggregat der Glieder mit negativen Exponenten in der zugehörigen 
Reihenentwicklung der zu bildenden Funktion, etwa in der Form: 

^) ~7. — ::" + ~ü. — ^r^ + • • • + 



u- a^ (w - a^f \u - a^)K 

Auch hier müssen die Residuen Ay\ natürlich der Bedingung 
genügen : 

4) ^,1 + ^21 + . . . + J„i = 0.. 

Dann können wir uns zunächst aus t^u und seinen Ableitungen 
eine Funktion bilden, die für m = o^ einen Pol der vorgeschriebenen 
Art hat und sonst im ganzen Periodenparallelogramm regulär ist, 
nämlich: 

^vl f (m — Oy) + A2P [U — ör) ^ P [^ — «»') + "4-/' (^ — ^v) 



5) 



6 



- + -...+i^-l)K0^p{K-^)[u-a^). 

Diese Funktion selbst ist nicht doppeltperiodisch; bilden wir 
aber die Summe der so für die einzelnen Pole aufzustellenden 
Funktionen von v =\ bis v = w, so erhalten wir in der Tat eine 
elliptische Funktion, eben wegen der Relation (4). Jede andere 
elliptische^ Funktion der verlangten Art kann sich von der so ge- 
bildeten nur durch eine additive Konstante unterscheiden. Somit 
haben wir den Satz gewonnen: 

L Jede elliptische ßunktion, die an vorgeschriebenen Stellen in vor- 
geschriebener Weise unendlich werden soll, läßt sich in der Form 
darstellen: 



6) 



f[u) =^ C+^\Äyi^[u — ay) + Äy2P {u — a„) — ^ AyQp' {u — ay) 

V as 1 ' 



+ - + ... 



Äy,k 



+ (-iA(^;^P^*' -')(«-«,)); 



und jeder solche Ausdruck stellt, sobald die Relation (4) erfüllt ist, 
eine elliptische Funktion der verlangten Art dar,^ 



^ Man kann die Formeln § 23, (2) — (5) als spezielle Fälle dieses Satzes 
ansehen. 



7) 
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Die Formel (6) ist ein Analogon zur Zerlegung einer rationalen 
Funktion in Partialbrüche; wir werden aus ihr mannigfache Eon- 
sequenzen ziehen. Zunächst ermöglicht sie wie jene Zerlegungs- 
formel die Integration; man findet: 

\f[u)du =» Cm + (?! 4- 2 1 ^ri log<r(« — a,) — A,2^{u — o,) 

also den Satz: 

IL Das Integral einer beliebigen elliptischen Funktion setzt sich 
aus folgenden Bestandteilen zusammen: 

1, einer elliptischen Funktion; 

2, einer linearen Funktion; 

3, einer Summe von ^^ Funktionen; 

4* einer Summe von Logarithmen von Sigmafunktionen, 

(Wenn man will, kann man die Anzahl der ^-Funktionen auf 
1 reduzieren, da die Differenz f (« — a) — f « nach §23, Gleichung (4) 
eine elliptische Funktion von u ist) 

Andererseits liefert Formel (6) auch noch einen flir die Theorie 
der elliptischen Funktionen selbst fundamentalen Satz. Die in ihr 
vorkommenden höheren Ableitungen von p [u — ay) lassen sich nach 
§18, IV rational durch p{u — a^) und p' {u — ay) ausdrücken, diese 
wieder nach § 23, IV rational durch pu und pu (und die Kon- 
stanten pay, p' ay). Auch ^{u — ay) drückt sich, wie eben schon 
benutzt wurde, rational aus durch ^u, pu, p'u und Eonstante. 
Wesentlich ist nun, daß dabei aus der Summe (6) vermöge der 
Relation (4) ^u herausfallt, so daß man den Satz erhält: 

IIL Jede elliptische Funktion läßt sich durch die zu demselben 
Periodenparallelogramm gehörenden Funktionen pUy p' u rational auS" 
drücken. 

Durch analoge Umformungen wie in § 4, Gleichungen (4) bis (6) 
können wir unter Benutzung der Gleichung § 18, (6) jede rationale 
Funktion von pu und p'u auf die Form bringen: 

8) f{u) ^ A + Bp' tt, 

in der A, B rationale Funktionen von p u allein bedeuten. Ist dann 
^(w) =^(— u)y so folgt, daß B^O sein muß; ist aber f{u) =—/'(— u), 
so folgt A^O. Wir können also Satz III durch folgenden Zusatz 
ergänzen: 

BuRKHARDT, Funktionen. II. Zweite Aufl. 5 
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IV. Jede gerade elliptische Funktion ist eine rationale Funktion 
der zu demselben Periodenparallelogramm gehörenden Funktion pu, 
jede ungerade elliptische Funktion das Produkt einer solchen Funktion 
in p' u. 

Aus Satz III ergeben sich noch weitere Folgerungen. Hat man 
zwei zu demselben Periodenparallelogramm gehörende elliptische 
Fimktionen, so kann man aus ihren Ausdrücken durch p u und p' u 
und aus der zwischen pu und p'u bestehenden Gleichung pu und 
p' u eliminieren. Daraus folgt: 

V. Zwischen irgend zwei elliptischen Funktionen desselben Perioden- 
parallelogramms besteht eine algebraische Gleichung mit von u unab- 
hängigen Koeffizienten, 

Ein spezieller Fall dieses Satzes ergibt sich, wenn man be- 
achtet, daß die Ableitung einer elliptischen Funktion selbst eine 
solche Funktion ist; nämlich: 

VI. Jede elliptische Funktion genügt einer algebraischen Differential' 
gleichung erster Ordnung höheren Grades, in der die unabhängige Ver- 
änderliche explicite nicht vorkommt; mit anderen Worten j sie ist die 
Umkehrungsfunktion des Integrals einer algebraischen Funktion, 

Eliminiert man endlich aus den Gleichungen, die /*(« + r), 
f{u)f f{v), bezw, mit p{u + v)j pu, pv verbinden, und aus dem 
Additionstheorem der Funktion pu (§23, V) die drei zuletzt ge- 
nannten Größen, so findet man: 

VIL Jede elliptische Funktion besitzt ein algebraisches Ädditions^ 
theorem* ^ 



§ 25: Das Additionstheorem der Sigmafunlction. 

Die Funktion au besitzt kein algebraisches Additionstheorem 
in*dem § 23, V definierten Sinne. Doch besteht zwischen Sigma- 
funktion linear verknüpfter Argumente eine allgemeine Relation, die 
eine große Anzahl interessanter Spezialfälle in sich schließt und die 
pian im weiteren Sinne als Additionstheorem der Sigmafunktion 
bezeichnen kann. Man kann sie auf verschiedene Arten ableiten; 
z. B. indem man in der algebraischen Identität: 

(x - y) (r - ^) + (^ - ^) (^ - y) + (^ - (y - ^) - 



^ Weiebstrass hat in ßeinen VorlesuDgen auch die Umkehrung dieses 
Satzes bewiesen: daß nämlich alle Funktionen einer Variabein mit algebraischem 
Additionstheorem algebraische Funktionen von elliptischen Funktionen oder 
Ausartungen von solchen (vgl. den IX. Abschnitt) sind. 
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die Substitutionen: 

x=^pu, y^pu^, z = pu^, t=:^pu^ 

vornimmt und dann die Fundamentalfonnel § 23; 1 anwendet Man 
erhält so: 

(t{u + u^)<t{u — ttj) (t(m, + Ms) ö-(ti, — «s) 

1) + (T{u + u^)(T{u — u^)(T{u^+u^)a{u^''Uj) 

+ (t{u + U^)(T{u — U^)(T{u^+ Wj)(7(Mi — ttjj) = 0. 

Eine noch symmetrischere Gestalt nimmt diese Formel durch 
Einführung neuer Variabler an. Setzt man nämlich: 

' t£ + «1 = Äj, t£ — Mj = — Cj, W, + «3 = — £/j, tt, — «3 = Oj, 

2) v + V2 = *2> w — «a=""^a> «'s + «^ = "" ^> «s — ^ = S» 

M + «3 = A3, tt — «3 = - Cj, «1 + M, = -- rfj, «1 — tt, = «3, 

so kann man jedes der drei Systeme von je vier Größen a, b, c, d 
als ein System unabhängiger Veränderlicher ansehen und die Größen 
der beiden anderen Systeme durch sie ausdrücken. Man erhält so 
die Gleichungssysteme: 



3) 



2 £12 = — a 



2 ig = a 
2ca = a 
2 fifj = a 
sowie zwei andere 



"" *1 — ^1 — ^1 2 «8 = — flj + *j + Cj + rfj 

+ ^1 -" <^i "" ^1 2 A3 = — 04 + Äj — Cj — rfj 

— *i + ^1 -" ^ 2 C3 = — «1 — ^j + Cj — rfj 

- ^ - ^1 + ^ 2 rf3 = - Cj - &i - Cj + <i^, 

die aus ihnen durch zyklische Vertauschung der 
Indizes 1, 2, 3 hervorgehen.^ Man kann demnach das „Ädditions» 
tkearem der Sigmafunküonf^ folgendermaßen aussprechen: 

Wenn zwischen drei Systemen von je vier Größen die Relationen 
(3) bestehen, so ist stets: 

4) (7 Oj (7 Äj (7 Cj AT fl^ + (7 «3 ö- Äg ö" Cg 0" fifj + ÖT «3 0- ^3 (7 C3 C 0^3 = 0. 

Man beachte noch, daß man in diesen Formeln nicht nur 
die Indizes 1, 2, 3 zyklisch vertauschen kann, sondern auch die 
Buchstaben mit gleichem Index, wenn man nur gleichzeitig auch die 
Buchstaben mit anderen Indizes in gewisser Weise unter sich ver- 



• 

^ Doltitet man a, b, e, d als Tetraederkoordinaten eines Punktes im Baume, 
so stellen die Gleichungen 

«1 =» 0, . . . <4 = 

3*4 Ebenen vor, die drei Tetraeder bilden. Bestehen dann die Gleichungen (8), 
so sagt man, „die drei Tetraeder befinden sich in desmischer Lage*^ 

5* 
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tauscht und gewisse Vorzeichen ändert. Will man z. B. a^ mit b^ 
vertauschen, so hat man die zwölf Argumente zu ersetzen durch: 



-*8 



Oj Cj rfj 

^ <?8 ^8- 



§26. Hilfssätze. 

Ist eine beliebige Anzahl untereinander und zu tt = inkon- 
gruenter Punkte u^, u^, •••>«„ gegeben, so erhält man eine ellip- 
tische Funktion der Variabeln ti^, die sie alle zu Nullpunkten hat^ 
wenn man die Determinante bildet: 



1) v'K» «1^ «2' — »«*«) = 



1 


P«o 


p'u^ />("-« «j 


1 


pu^ 


/>'«J ... .p("~^)«J 


1 


p»» 


p'u^ . . . ./>("-*) «j 





1 ;^«„ /«« ;?(»-1)m^ 



Diese Funktion ist im fundamentalen Periodenparallelogramm 
überall regulär, außer in Uq = 0, wo sie einen Pol der Ordnung w + 1 
hat; folglich hat sie nach § 16, 3 außer den zu ihrer Definition 
dienenden n Nullpunkten noch einen {n + 1)*®° in: 

— (Mi + Mg + . . . + Wj. 

Sie läßt sich daher nach § 22, II folgendermaßen durch einen 
Quotienten von er- Produkten ausdrücken: 



2) 



<r(t*i - UQ)ff(Ui — Wo) . . . (r(tin — Uo)(t(Uq + Wj + w, + . . . + w») 



cr~+^Wo 



Der Faktor c^ hängt nicht mehr von Uq ab, wohl aber noch 
von u^, Mj, • • ., tt^; um ihn zu bestimmen, entwickeln wir beiderseits 
nach Potenzen von u^ und vergleichen die Koeffizienten der Anfangs- 
glieder. So finden wir: 

Andererseits besteht aber auch, ebenso wie (2), die Gleichung: 
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wo c^_i auch von t«j nicht mehr abhängt, sondern nur mehr von Mj, 
^39 * • '9 ^n* ^ folgt also: 

ö) c„=— «ic„„i ^^r^ 



Fahren wir so fort, so können wir c^ schließlich durch c^ aus- 
drücken, das nur noch eine Funktion von u^ sein kann. Wir er- 
halten: 

und Gleichung (1) von § 23 zeigt, daß: 

1 



c, = 8 — 



gesetzt werden muß. Somit gilt die Gleichung: 



7) 



(-ir2!3!4!. ,,;-(«>-^;^^^ + --+^)^-K--.)^ 



das Produkt erstreckt über alle Paare von Zahlen cc, ß aus der 
Reihe 0, 1, 2, . . ., ti, für die a > ß ist. 

Die Ableitung dieser Formel setzte implizite voraus, daß keine 

der Summen u^ + u^ + . . , + u^ u% + u^ + • • • + w»» • • •» ^n-i *^ ^n 
der Null kongruent sei; die Formel selbst gilt aber nach I B, § 66, IV, 
solange ihre beiden Seiten reguläre Funktionen der Argumente sind, 
d. h. solange nur keines der u selbst ^ ist. 

Einen interessanten speziellen Fall der Gleichung (7) erhält 
man, wenn man in ihr 

8) t£j = t£j = . . . = M^ = r 

setzt. Dabei werden allerdings zunächst beide Seiten identisch Null; 
aber man erhält von Null verschiedene Grenzwerte, wenn man erst 
beiderseits mit n{Ua — Uß) dividiert und dann den durch (8) ge- 
forderten Grenzübergang vollzieht. Die Determinante (1) kann 
nämlich auch so geschrieben werden, daß man die dritte Zeile er- 
setzt durch: 

0, /> Mg — /? Mj , p u^ — p u^ ... p^^ " ^^ ^2 "■ P^^ " ^^ ^1* 

Dividiert man dann durch («^ "" *'i) ^^^ setzt hierauf «^ = w^ = r, 
so wird diese Zeile: 

0, p'vj />"ü . . . /?(♦*)». 
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Dann kann man die Yierte Zeile ersetzen durch: 



0> ;^«'8-it?t?-(M3-t;)/t?, pu^-pv^{u^^v)p"v 

und wenn man mit ^{u^ -- vf dividiert und dann auch u^ » 
80 wird diese vierte Zeile: 

0, y ü, p"'v . . . 
So fortfahrend erhält man schließlich links: 



V setzt, 



2!3!...(fj- 1)! 



1 


pu 


p n . . . . ^(«-i)m 


1 


pv 


p' V . . . . /?(" " ^) ü 





p'v 


p" v. , , . /?(»)t; 





fv 


p'"v J9(« + l)t? 



rechts dagegen, mit Rücksicht auf § 20, 2: 

Wenn man also noch links die Determinante etwas vereinfacht, 
erhält man: 



9) 



pu '— pv p u — p V 
p V p V 

p" V p" V 



• • • • 



• • • • 



(n-l)|^ ^ p(n-l) 
pin) „ 
pin + 1)^ 



V 



pin-1)^ pin)^ .... j3(2»-2)^ 

- (2! 3! ... (n - 1)!)««! ^(«« + >»«') '^(«- ") ; 

und wenn man hier noch beiderseits nach Potenzen von u entwickelt, 
und die Koeffizienten von u~^-'^ vergleicht: 

p' V p" V , , . ^(»--i)t? 



10) 



p" V p" V 



p^^)v 



j9(«-l)üjo(»»)t; . . . j9(2n-3)^ 



=(-.l)«-i(2!3!...(«-l)!) 



2 



<T{nv) 



§ 27. Die Multiplikation des Arguments der elliptisclien Funictionen. 

In den in § 23 mitgeteilten Formen des Additionstheorems der 
Funktion pu kann man nicht ohne weiteres v^u setzen, indem 
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man dadurch unbestimmte Ausdrücke der Form 0/0 erhalten würde. 
Man könnte diese Unbestimmtheit (analog wie in § 4) dadurch be« 
seitigen, daß man erst im Zähler und Nenner mit demjenigen Wert 
multipliziert, in den der Zähler durch Vertauschung von u mit — u 
übergeht, dann (/?' uY und [p r)* durch ihre Ausdrücke in p u, bezw. 
pv ersetzt und schließlich, was durch diese Umformung möglich 
geworden ist, Zähler und Nenner durch (pu ^ pvf dividiert. Ein- 
facher ist es, den „wahren Wert" der unbestimmten Ausdrücke nach 
den Regeln der Differentialrechnung zu bestimmen;^ die dabei auf- 
tretenden höheren Ableitungen von pu können nach § 18, IV durch 
pu und p u ersetzt werden. Man £ndet so: 

also gleich einer rationalen Funktion vierten Grades von pu. Auf 
demselben Wege, oder durch Differentiation der bereits abgeleiteten 
Gleichung (1), erhält man p (2 u) ausgedrückt durch das Produkt aus 
p'u in eine rationale Funktion 6. Grades von pu. 

Setzt man in den Additionstheoremen v ^2iu und benutzt die 
bereits abgeleiteten Ausdrücke von p (2 u) und p' (2 u\ so erhält man 
analoge Ausdrücke für pi^u) und p [^u). So könnte man fortfahren; 
indessen erlangt man auf diesem Wege keinen Einblick in das all- 
gemeine Bildungsgesetz der auftretenden rationalen Funktionen. 

Zu einem solchen Einblick gelangt man dagegen durch folgende 
Überlegungen. Wir betrachten p [n u) als Funktion von u. Aus den 
Periodizitätseigenschaften von pu folgt, daß auch p{nu) ungeändert 
bleibt, wenn man u um 2h^(x)^ + ^^s^^a vermehrt; also haben wir 
zunächst: 

I. p (n ri\ gehSrtf als Punktion von u betrachtet, zu den elliptischen 
Funktionen des Periodenparallelogramms (2 (öj , 2 ojg). 

Femer ist p[nu) ebenso wie pu eine gerade Funktion von u. 
Also folgt aus § 24, IV: 

n. p[nv) ist gleich einer rationalen Funktion von pu. 
Zu einer expliziten Darstellung dieser rationalen Funktion ge- 
langen wir, wenn wir zunächst aus § 23, (1) die Formel ableiten: 

9^ « fr» ^A ^ ,. — (y(^t^ '^u)(T{nu - u) 
£) pinu) ^ pu ^ 5-7 — r— = • 

^ Deren Anwendung unterliegt hier, keinen Bedenken, da Zähler und 
Nenner in dem zu untersuchenden Punkte regulär sind. 
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Wir können dafür schreiben: 

^ ^^ f ^ y«*(«*) 

wenn wir mit i^„(m) die Funktion bezeichnen: 

die in Formel (10) des vorigen Paragraphen explizierte durch pu und 
seine Ableitungen dargestellt ist Insbesondere erhält man^ für die 
niedrigsten Werte Yon «: 

5) '«/'iW^l, 

6) 'V'jW*-/«» 

p' u p" u 



7) 



Vs («) = i 



p u p u 



= i{ 12;>m(4;>»m - ^,;?M - y,) - (6;»«« - 1^,)«} 

Für größere Werte von n (von n = 5 an) kann man sich der 
Elekursionsformel : 

bedienen, die man erhält, wenn man aus (2), aus der entsprechenden 
Gleichung mit m statt n und aus: 

>^f^.A ^f^.A (T(mu -¥nu)<j{inu- nu) 

pimU) ^ P(nU) = r-; 7—^7 — r 

die Funktionen p eliminiert 



§ 28. Elliptische Funktionen II. Art. 

Neben den bisher allein betrachteten Funktionen treten häufig 
noch andere auf, die wir im Anschluß an Hebmite folgendermaßen 
definieren: 



^ Formel (6) kann auch erhalten werden, indem man in § 23, 1 v=:u + h 
setzt, beide Seiten nach Potenzen von k entwickelt und die Koeffizienten von 
h vergleicht; oder indem man aus den Produktdarstellungen (§ 20, 3 und 14) 
oder aus dem Additionstheorem § 25, (1) die Identität: 

(T 16 U = Z (T U 

(T (Ol 0* C>s 0- 6)3 

ableitet und sie mit § 23, (14) vergleicht. 
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1) 



I. Unter einer elliptischen Funktion IL Art verstehen wir eine im 
Bhüdlichen bis auf Pole reguläre Funktion j die zwei voneinander «n- 
(abhängigen Funktumalgleichungen der Form: 

/•(« + 2 «3) = /.,/•(«) 

genügty in denen fi^ und fi^ von u unabhängige Größen bedeuten. 

Die bisher allein so genannten elliptischen Funktionen nennt 
man dann speziell solche „erster Art'*.^ 

II. Zwei elliptische Funktionen IL Art, deren Multiplikatoren über' 
einstimmen, nennen wir gleichändrig. 

Es gilt dann, wie man sofort sieht, der Satz: 

III. Der Quotient zweier gleichändrigen elliptischen Funktionen 
IL Art ist eine elliptische Funktion L Art 

Wir können Funktionen IL Art leicht bilden. Die Funktion: 



2) e.u_^(«-^) 



8) 



au 

in der v ein von u unabhängiges Argument bedeutet, gehört nämlich 
in jedem Falle zu ihnen, wie aus den Gleichungen § 20, (6), (7) 
folgt; und zwar ist für sie: 

Sind umgekehrt fi^ und /i, beliebig yorgeschrieben, so können 
wir Q imd v stets so bestimmen, daß diese Gleichungen bestehen. 
Wir erhalten nämlich aus ihnen unter Berücksichtigung der Le- 
aENDBE sehen Relation § 19, (14): 

4) p;ri = ^i logjtig-^logjMj, 

5) vni=^m^ log/ij — m^ log ju^ ; 

den Logarithmen können dabei beliebige unter ihren unendlich vielen 
Werten (IB, §56, III) beigelegt werden, natürlich aber in beiden 
Gleichungen dieselben. 

Hier sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. In dem speziellen 
Fall, daß unter den Werten dieser Logarithmen welche sind, die 
sich verhalten wie die Perioden, kann man eben diese Werte in den 
Gleichungen (4), (5) nehmen; dann erhält man ü = 0. Man sieht: 



^ Auch im folgenden sollen übrigens unter „ellipti&clien Funktionen" ohne 
weiteren Zusatz stets solche „erster Art'* verstanden werden, wo nicht das 
Gegenteil ausdrücklich gesagt' wird. 
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IV. Hine Exponentialfunktion ^ deren Exponent eine lineare ganze 
Funktion qu + q^ von u ist, kann für jedes Periodenparallelogramm 
angesehen werden als eine ^ spezielle elliptische Funktion IL Art mit den 
Multiplikatoren: 

6) jtAj = e^e«»», /tij = e^s"^. 

Aus III. folgt dann: 

V. Jede spezielle elliptische Funktion IL Art, deren Multiplikatoren 
die Werte (6) haben, ist das Produkt aus eß^ in eine elliptische Funktion 
L Art. 

Es gibt also in diesem speziellen Falle zwar solche elliptische 
Funktionen 11. Arty die zugleich ganze transzendente Funktionen 
sind> aber keine, die nur einen einfachen Pol im Periodenparallelo- 
gramm hätten. 

Sind aber unter den Werten der Logarithmen der fi keine 
solchen, die sich verhalten wie die Perioden, so erhält man, welche 
von diesen Werten man auch nehmen mag, aus der Gleichung (5) 
stets einen von Null verschiedenen und auch nicht zu Null kon- 
gruenten Wert für v. In diesem allgemeinen Falle reduziert sich 
also die Funktion (2) nicht auf eine Exponentialfunktion, sondern 
behält einen Pol bei m = und einen Nullpunkt bei m = t>. Wir 
erhalten also den Satz: 

VI. Zu jedem beliebig vorgegebenen Multiplikatorensystem gibt 
es zugehörige elliptische Funktionen IL Art; eine derselben hat die 
Form (2), wenn man in ihr v und q aus den Gleichungen (4), (5) 
bestimmt; jede andere ist das Produkt dieser Ihinktion in eine elliptische 
Funktion L Art 

Stellt man diese letztere nach Anleitung von § 22 als einen 
Quotienten von Sigmaprodukten dar, so gewinnt man folgende 
Resultate: 

VII. Jede elliptische Funktion IL Art läßt sich darstellen als Pro- 
dukt aus einer Exponentialfunktion, deren Exponent ein£ lineare Funktion 
von u ist, in einen Quotienten von Sigmaprodukten, der gleichviel Fak- 
toren im Zähler wie im Nenner hat 

VIII. Die elliptischen Funktionen IL Art haben mit denjenigen 
L Art die Eigenschaft gemein, daß sie im Periodenparallelogramm 
ebenso oft Null, wie unendlich werden; sie unterscheiden sich aber von 
ihnen dadurch, daß die Differenz zwischen der Summe der Nullpunkte 
und der der Pole nicht ^ 0, sondern kongruent der durch Gleichung (5) 
definierten Große v ist. 

Man beachte auch, daß es im allgemeinen Falle zwar elliptische 
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Funktionen U. Art gibt, die im Periodenparallelogramm nur einen 
einfachen Pol haben , aber keine solchen, die ganze transzendente 
Funktionen wären. Denn eine derartige Funktion würde, durch 
die Funktion (2) dividiert, eine elliptische Funktion I. Art mit nur 
einem einfachen Pole liefern; und eine solche kann es nach § 14, VI 
nicht geben. 

£in Unterfall der elliptischen Funktionen IL Art verdient 
spezielle Berücksichtigung: daß nämlich die Multiplikatoren den ab- 
soluten Betrag 1, ihre Logarithmen also rein imaginäre Werte haben. 
Nimmt man dann diese Werte in (4) und (5), so erhält man: 

7) (>- 21^1 i7i +21^3^3, 

8) r =Ä 2vj(öj + 2 VjCOj, 

unter i/^, v^ reelle Zahlen verstanden. Die Multiplikatoren sind dann:. 

9) jUj = tf-2«<»'t, 1U3 = e + ^^i"!. 

Man setzt in diesem Falle wohl die Funktion (2), unter Hinzu- 
filgung eines konstanten Faktors^ 

10) ^J1^!lLL 

' (TU ^ 

indem man definiert: 

11) (Ty^r,{u) = <?(2»'»»7i + 2y,i;,)(u-nü,i-y,o,g)^(j^ _ 2.V^(0^ — 2v^(0^). 

IX. Jede elliptische Funktion IL Art kann als Produkt einer solchen 
speziellen Funktion IL Art in einen Faktor e^^ dargestellt werden. 

Insbesondere bedient man sich der Bezeichnung (11) für den Fall, 
daß v^ und v^ rationale Zahlen mit gemeinsamem Nenner sind. (Man 
läßt dann wohl auch diesen gemeinsamen Nenner in der Bezeichnung 
weg.) Die Multiplikatoren sind in diesem Falle Einheitswurzeln. 

§ 29. Partialbruchzerlegung der elliptischen Funictionen II. Art. 

Wenn wir neben die im vorigen Paragraphen gelehrte Faktoren- 
zerlegung der elliptischen Funktionen IL Art eine Zerlegung in 
PartialbrUche stellen wollen, so müssen wir den „speziellen'^ und den 
„allgemeinen^^ Fall unterscheiden. Im speziellen Fall erhalten wir 
auf Grund von § 28, V die gesuchten Formeln einfach dadurch, 
daß wir in den entsprechenden Formeln von § 24 alle Glieder mit 
eQ^ multiplizieren. Dagegen im allgemeinen Falle haben wir eine 
elliptische Funktion IL Art mit nur einem einfachen Pole; wir 
können sie der Partialbruchzerlegung zugrunde legen. Dazu nor- 
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mieren wir sie zweckmäßigerweise so, daß ihr ßesiduum s= 1 wird; 
wir bilden die „Elementarfunktion IL Arf*: 

1) flp(ii: I?) =s — e6^ — ^^ -- 

Ist dann irgend eine elliptische Funktion II. Art mit denselben 
Multiplikatoren, (Pti, vorgelegt, die im Periodenparallelogramm die 
einfachen Pole: \^ ^2 * * * ^n« bezw. mit den Residuen IL^^ R^ » . . B^ 
hat, so gilt die Gleichung: 

Wenden wir diese Formel z. B. auf die Fuuktion: 

<F (« + «i) ff (m - «,) 



ff (W + Ui) ff (w - 

an, für die r = «j — t/j , ^^ = — m^ , ^3 = Wg > 

7? _ ff(u, - ^i)ffK -mi) TP _ ff(^a +u^)e(u^ - «,) 

^1 "" ff(t*l + «») ' »" ff(«l + «,) 

ist, so erhalten wir wieder die Gleichung (1) von § 25. 

Will man auch elliptische Funktionen 11. Art mit mehrfachen 
Polen in Partialbrüche zerlegen, so muß man neben der Funktion 
(p{u'^ v) ihre Ableitungen einführen, ebenso wie das in §24 mit 
den Ableitungen der Funktion ^u geschehen ist. 



VIERTER ABSCHNITT. 



Elliptische Funktionen zweiter Stufe. 

§ 30. Sigmafunktionen mit Index. 

Wir haben bis jetzt nur solche elliptische Funktionen betrachtet, 
die von den beiden Fundamentalperioden in ganz gleicher Weise 
abhängen, so daß keine derselben vor der anderen bevorzugt war. 
Auch haben wir nur Beziehungen zwischen solchen elliptischen 
Funktionen aufgestellt, die zu demselben Periodenparallelogramm 
gehören. Nach den beiden so bezeichneten Richtungen hin müssen 
wir nun unsere Untersuchungen ausdehnen. Die dabei sich dar- 
bietenden prinzipiellen Fragen wollen wir aber erst im XII. Abschnitt 
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angreifen; hier wollen wir uns zunächst auf einem gewissermaßen 
empirischen Wege zu einer Gruppe von Funktionen führen lassen, 
die man mit einem später noch genauer zu erläuternden Terminus 
als elliptische Punktionen zweiter Stufe bezeichnet. 

Wir untersuchen zunächst diejenigen unter den bereits in § 28 
eingeführten Funktionen (Ti^ft[u) näher, deren Indizes ganzzahlige 
YielÜELcbe von \ sind. Es gibt deren drei yerschiedene; dividiert 
man sie durch ihre Nullwerte, d. h. durch diejenigen Werte, die sie 
für 2< sa annehmen, so erhält man die von Weiebst&ass mit 
(Tati(£^= 1, 2, 3] bezeichneten Funktionen, nämlich: 



2) 



3) 



a^u 




% 


,. o(0) 




a^u 


- 


a_ 


Vt. -V. 


(«) 


9_ 


Vt. - Vi 


,(0) 


a^u 


^ 


"0. 
"0. 


v.(o) 





gViU 


(r(M — 


«i) 




(Ttüi 




gi7itt 


a{u — 


ü),) 




(TO), 




g»7«« 


<r(t* — 


0),) 



(7 (U| 






(T O). (T 0)a 



(Die Identität der beiden je für dieselbe Sigmafunktion ge- 
gebenen Werte folgt aus § 20, (6), (7), (13).) 

Wie aus dieser ihrer Definition hervorgeht, sind diese Funk- 
tionen ebenso wie o- u yanze transzendente Funktionen des Arguments 
u, und zwar gerade Funktionen desselben, da o-t< eine ungerade 
Funktion ist. Für m « ist: 

4) ,rJO)=: (7^(0)= (73(0) :-l. 

Multipliziert man je die beiden verschiedenen Formen derselben 
Sigmafunktion miteinander und berücksichtigt Gleichung (1) von 
§ 23 und die Gleichungen (11) von § 18, so findet man: 

5) -|-=« ^ i^ '-L^pu-ea (a=l, 2, 3). 

Diese Formel zeigt, daß die Gesamtheit der Werte von 



'^pu'—ea nicht eine zweiwertige analytische Funktion von u vor- 
stellt, sondern in zwei eindeutige analytische Funktionen zerfällt, 
von denen die eine = (Tau/tru, die andere = — Oaufau ist. (Vgl. 

I B, § 70.) 

Andererseits erhalten wir aus Gleichung (14) von § 23 mit 
Rücksicht auf Gleichung (11) von § 19: 

6) j,-«=-2 ^>^^«3^^'^ . 
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Man kann diese Fonnel auch ableiten, indem man die drei Glei- 
chungen (5) mit der Qleichung (6) des § 18 verbindet und das dabei 
unbestimmt bleibende Vorzeichen durch Yergleichung der Glieder 
mit K-^ in den Entwicklungen beider Seiten nach Potenzen yon u 
bestimmt. 

Von weiteren Eigenschaften dieser „Nebensigma'V ^^ ™&^ ^^^ 
wohl nennt, ist vor allem wichtig ihr Ferlialten gegenüber Vermehrung 
des Arguments um eine ganze Periode. Man erhält, indem man zu- 
erst die zweite, dann die erste Form der Definition benutzt: 



7) 



aa[u + 2(0«)= — 



e*'«(" + ^~«)a(t« + öj 



CTO, 



^ -.e^ria{^'r<»a)GaU (« = 1,2,8). 

Für a:^ ß erhält man dagegen zunächst: 

aa{u + 2(Oß)^ • — J^ L 

oder mit Rücksicht auf § 20, Gleichung (12): 
und wenn man noch § 19, (15) benutzt: 

8) ffa{u + 2 (Oß) = «2,;^(« + «/j) q-« U. 

Vermehren wir die Argumente nur um halbe Perioden ^ so ver^ 
tauschen sich die vier Sigmafunhtionen (mit und ohne Index) unter 
sich, bis auf zutretende Exponentialfaktoren. Man erhält zunächst aus 
der zweiten Definitionsform von Cau: 



9) ö-a(M + 0?a) = — 

femer aus der ersten: 



ab). 



10) 



(^aiu + Oi>ß) = 






^ -^6-^a(" + ^/')-''y"(F(i,y(rytt) 



(T (O 



a 



— — e*7/3«*-*7««»^ . 



(Tb). 



<T ta. 



• (TyU. 
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Eine übersichtlichere Gestalt nehmen diese ,,Verwandlangs- 
formehi^^ an, wenn man statt der Funktionen (TaU die Funktionen 
(Ti ft{u) selbst benutzt. Bezeichnet man sie zur Abkürzung mit 

3"' J 

Ta{u), setzt also: 
so erhält man: 

12) (7(1/ + (»„)= -«''«(* + V.««)Ta(w), 

13) . ra(M + £»«)=: +eVa(^ + 'U<»a)aU, 

14) Tß{u + (öa) = - e'^'^e^ai^ + V.««) Ty{u); 

dabei gilt in der letzten Formel das obere oder das untere Zeichen^ 
je nachdem {a, ß, y) eine gerade oder ungerade Permutation der 
drei Indizes (1, 2, 3) ist. 

Endlich bemerken wir noch: 

Die Sigmafunktionen mit Index sind homogene Funktionen der drei 
Fariabeln u, o)^, (o^ von der Dimension 0. 

§ 31. Darstellung der Sigmafunktionen mit index 
durcii unendllciie Produkte* 

Aus der in § 20, (14) gegebenen Darstellung von ff{u + v) 
durch ein unendliches Produkt erhalten wir ohne weiteres Dar- 
stellungen der Nebensigma durch solche Produkte, wenn wir in ihr 
V bezw. = (Oj , ö>3 , (öj setzen. Dieselben schreiben sich am ein- 
fachsten, wenn man das Zeichen w^ zur Bezeichnung irgend einer 
der Größen 

2 Äj (öj + 2 A3 ö)j + (öa 

benutzt, oder, was dasselbe ist: 

Wj für (2Äj + l)ö)i + 2*30)3, 

tr, für (2*1 + 1)«! +(2*3 + 1)(»3, . 

M?3 für 2 Äj ö)i + (2 A3 + 1).(»3 

schreibt; man erhält dann: 

1) (TaW = <?- Vt«a«*'][J 



»« 



u . .. tt* ^ 



^ _ JLJtf»« ■"•"«• 
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Aus diesen ,,zweifach^' unendlichen Produkten kann man ebenso, 
wie es in § 21 für <t« geschehen ist, durch Zusammenfassen der 
Faktoren y,einfach*< unendliche Produkte erhalten. Rascher gelangt 
man zu demselben Ziele, wenn man in den einfach unendlichen 
Produkten des § 21 u durch u + od^ ersetzt. Dabei macht sich 
jedoch der Umstand geltend, daß beim Übergang zu jenen einfach 
unendlichen Produkten die beiden an und filr sich gleichberechtigten 
Perioden 2w^ und 2(o^ ganz verschieden behandelt worden sind; 
infolgedessen müssen wir hier die Rechnung für jedes der drei 
Nebensigma gesondert durchführen. 

Um zu a^u überzugehen, haben wir u durch %i + (o^, also v 
durch V + \f z durch iz, 2 ^j co^ r* durch 2r]^m^v^ + ri^u + \ri^ (Wj 
zu ersetzen; femer haben wir: 

ON 2 ü), ./ „ ^ 77(i + Ä^")* 

^ ^ 27(1 - Ä^")* 

zu berechnen. Damit erhalten wir: 

8) ^^(2(ö,„) = .2,,«,.^^±A_i^l ^^ 

y = l 

Ä\ 9««,.-t Ä 1 + 2^2" COS 2^71 + **•' 

4) -.2^»..'co8«;rlJ (TT^ä^i- 

Um (T, (t«) zu erhalten, ersetzen wir u darch u + (o^j v darch 
»+iT, z durch A*'«z, 2i7j(öjr* durch 2i7j(üjV^ + 2i?j(öjt? + ^i7jCöj*iOj~^ 
oder unter Benutzung der Leoendbe sehen Relation durch: 

und berechnen: 

/z(i - Ä^y 

oder wenn wir den isoliert stehenden Faktor in das erste Produkt 
im Zähler mit hineinziehen: 

Sil - A^' - y 

5) <T 0), = i-^ e'l^v.'o. h-'U-!^ 

77 (l - A^')» 

fiel 
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Wir erhalten dann: 



00 



«•3(2ej.c) = c2,.<».,^2.(2-] _Ar)-!=i *-^ 

77(1 -A^-T 

oder wenn wir auch im Zähler die entsprechende Umformung vor- 
nehmen: 

00 



6) a^ (2 (öj t7) = ^2,,.a>,r« 



00 

n 

r = l 



v=l 

»=1 



7) 



IJ (1-ä2--1)2 



r=l 



Um endlich (TjM zu erhalten, ersetzen wir u durch u + m^y v 
durch V — J- — -J-^j ^ durch — ih''^l^z, 2 rj^ cj^ t?* durch 2 rj^ coi r* 
+ 2 i7j cög t? + ^ 1^1 cög^ coj" ^ oder unter Benutzung der LsGENDBEschen 
Belation durch: 

und berechnen: 



8) 



ffö,j=±^cV.'».'»..y,.ÄV*. 



2i 



^(1 - h^"? 



/7(i+ä2-i)» 

»TT ' 



Damit erhalten wir: 



(T^{2a)^ v)=e^i^'^^''\z-'^ .{z + h z-^) 



Sil - Ä^^r 

y=l 



5(1 +ä2'-1*«).^(1+ä2» + 1^-2) 
y=l v=l 

00 



nii+h^'-y 



oder nach entsprechender Umformung: 



v=l 



^' ,2v-l 2N °^^ . ,.2y-.l.- 



9) 



(7, (2 «1 V) = «2,7ia,»t;« ^^1 "=1 



00 



27(1 +Ä 



2v - 1\2 



y 



10) 



- .2„.,.'ft l+g^'''~'eo82^^ + A^-^ 



y»l 
BCBXHiiBDT, Funktionen. II. Zvelte Aufl. 
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In den Zwischenrechnungen dieses Paragraphen kommen die 
Größen '^ i und äV*, ÄVt vor; aus der Rechnung selbst geht hervor, 



ni 



daß der ersteren der unzweideutig bestimmte Wert e * beizulegen 
ist und daß unter den letzteren die eindeutigen Funktionen des 
Periodenverhältnisses ^V**»»*, ^Vi^wi ^u verstehen sind. 

§ 32. Die Werte der Sigmafunktionen für die Halbperioden. 

Jedes der drei Nebensigma wird gleich Null, wenn man sein 
Argument gleich der gleichnamigen Halbperiode setzt: 

1) (TaCOa = 0. 

Setzt man aber das Argument gleich einer der beiden anderen 
Halbperioden, so erhält man sechs Werte, die sich durch die Werte 
der ursprünglichen Sigmafunktion für die Halbperioden folgender- 
maßen ausdrücken: 

2) . (Ta(Oß= — e-'^a'^ß ^ 



<T (0 
a 



Dabei kann (a, ß, y) irgend eine Permutation der Indizes (1, 2, 3) 
bezeichnen. Vertauscht man hier a mit ß und verbindet die ent- 
stehende Formel mit der ursprünglichen, so ündet man mit Rück- 
sicht auf § 19, (15): 



(T^ CJo ÜqG} 



und zwar gilt das obere oder untere Zeichen, je nachdem (a, ß, y) 
eine gerade oder eine ungerade Permutation von (1, 2, 3) ist 
Femer folgt aus (2): 

4) (raG)y(Xßa)y = e'^Y'^Y 

und 

5) (^a^ß ' <^ß ö}y • ö-y (öa = — e- (*?a «^ + '7/?««>y + «7y»a). 

Diese Werte der Sigmafunktionen für die Halbperioden sind 
eindeutige Funktionen der Perioden. Sie lassen sich als solche dar- 
stellen mit Hilfe der unendlichen Produkte: 



6) 



00 00 
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Diese Produkte konvergieren unbedingt und gleichmäßig, so- 
lange I A I < ly d. h. solange der imaginäre Bestandteil Yon r positiv 
ist, und stellen folglich im Innern der so definierten Bereiche 
reguläre Funktionen von h, bezw. von r vor. 

Multipliziert man gliedweise aus^ so erhält man: 

Man sieht, daß beide Produkte zusammen gerade die sämtlichen 
Faktoren von Hq geben; es ist also Hq = H^H^H^H^ und folglich: 

7) H,H^H,^1. 

Mit dieser Bezeichnung gehen die Formeln (2), (5) und (8) des 
vorigen Paragraphen über in: 



8) 



(T<X)y =^ 



2 öl ,. ^ fl;> 



n 



Ä.« ' 



cra,3 = -/7^A-V..«/...«.44, 



IL 



aa)o =^ 



i ^h-'l^e'l*vt<^^. 



also: 

ö) 



Ferner findet man: 

für tt = cöj wird w = |-, jt = i, e^^^"^^ = ^Vt*?!«!^ 

* 8 



für M = o?3 wird ü = — ^ — ^, z = — lÄ-Vt, ^2i7ia>i»« -_, y7ÄV«^Vt%«», 

also: 

10) (Titöa^-^iyTÄ-V^^V.»?.«.^, 0-3 0)2 = 2 l/rAV-eV.»;.«.j^; 

für w = (Ö3 wird v = ^f ^ = ^'^% «^'»*^»''' = AVi^Vt»?««!, 
also: 

11) (Tj (Ö3 = lA-V^eV.'/.o,.^, ö-2(Ö3 = 2AV*tfV.i7.«.-§l. 

■"1 -"» 

Man überzeugt sich, daß diese Ausdrücke der Gleichung (2) 
Genüge leisten, wenn man berücksichtigt, daß: 

Vß 03 ß +Va(Oa — VY^Y=' "" "^ß ^a — Vß ^Dy + "^a O^^a — Vy ^r 



m 



n % 



= =F -^ Va G)ß + rja G)y + r]a O^a = T "S 2 1/« (O^ 



ist. 



6' 
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Durch Vermittlung dieser Produkte gelangt man nun auch 
dazu, die Differenzen der Größen ea als Funktionen der Perioden 
explizite durch einigermaßen handliche Ausdrücke darzustellen. Aus 
der Gleichung (5) von § 30 erhält man nämlich: 



12) 



y«a -Oß = -^ 



<To Ct) 



(TCJ. 



also speziell (unter Berücksichtigung der Gleichung (7)) 

2 GH ^2 ' 



13) 



V'x 


-«8 


y«i 


-«8 


Me. 


-«1 


Mh 


-«3 


V«3 


-«1 






<^« 


G), 


ffCüi 


0-s 


«1 


ffWl 


<^1 


ö, 


0* ü)) 


t^8 


W, 


0* &>2 


<^1 


(ü. 


(TCJ, 


<^« 


«8 



' 2 c. ^8 ' 



Ol 

2_7r 

TT 



h'i^H.^H,', 



= — i—^H ^H^ 



2cüi 
. 2n 



(Tu), 



CO, 



h'I^H^^H^K 



Durch diese Gleichungen sind bestimmte Werte der links 
stehenden Quadratwurzeln als eindeutige Funktionen der Perioden 
dargestellt (vgl. IB, § 70); wir setzen fest: 

I. Im folgenden sollen unter den Zeichen'^ e^ ~ eß stets die durch 
die Gleichungen (13) definierten eindeutigen Funktionen der Perioden 
verstanden toerden.^ 

Zwischen ihnen bestehen (vgl. 3) die Kelationen: 



14) 



y^2 - ^] = 



iV- ^1 = - «'V^i - 



3 > 



y^3 - ^2 = «'y^2 -^3- 

Die Formeln (13) selbst zeigen übrigens, daß auch noch gewisse 
Kombinationen der vierten Wurzeln aus den Differenzen der e sich 
als eindeutige Funktionen der Perioden darstellen lassen; nämlich 
einerseits die Produkte: 



* Diese Definition stimmt mit der von Tannbry und Molk überein; da- 
gegen nicht durchweg mit der von Weierstrass und Schwarz; vgl. die Fuß- 
note p. 34. 
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15) y (<?a — eß) {Ca — e^) = 

(wegen (4)), andererseits die Quotienten: 

4 



e^l*^a^a 



(T(0 
o 






(TG) 



16) { V ^a- ^ . V ^«a ^^ß 

Man erkennt nämlich, daß man in den Gleichungen (15) das 
Vorzeichen willkürlich so wie geschehen festsetzen kann; in den 
Gleichungen (16) muß es dann aber so wie geschehen gewählt 
werden, wenn das Produkt aus (15) und (16) den in (12) gegebenen 
Wert der Quadratwurzel geben soll. 

Für zwei von den Quotienten (16) pflegt man besondere Zeichen 
zu benutzen, nämlich: 

und 

18) yT=|7pi = «-V..<».er,a,,=|i. 
Das Produkt: 

19) ö = («1 - e,Y {e, - e,)» {e, - e,)> = ^{ff,' - 27 g,^ 

heißt die Liskriminante des zu dem vorgelegten Periodenparallelo- 
gramm gehörenden Körpers elliptischer Funktionen. Von ihr ist 
noch die 12. Wurzel eine eindeutige Funktion der Perioden: 



12 



20) y-^=^ÄVe/v. 

Auch den vierten Wurzeln aus den Differenzen der e selbst 
kann man eindeutig definierte Werte beilegen, aber nur mit Hilfe 
einer willkürlichen Festsetzung. Bezeichnet man mit: 



21) l/^ 



irgend einen Wert dieser Wurzelgröße — gleichviel welchen, aber 
in allen Formeln denselben — ; femer mit]/i wie in § 31 die be- 
stimmte achte Einheitswurzel: 



22) y7= 



e 
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80 kann man festsetzen, daß unter den Zeichen ye« — Cß die fol- 
genden Werte zu verstehen sein sollen:' 



23) 






Diese Festsetzung steht mit den früheren nicht in Widerspruch; 
die Produkte und Quotienten der so definierten vierten Wurzeln 
geben genau die in (15) und (16) schon festgelegten Werte. — Man 
kann dann auch einen Wert der 24. Wurzel aus der Diskriminante 
festlegen durch: 

Q _ 

und unter Yg die dritte Potenz dieses Wertes, also: 
verstehen. 

§ 33. Die Sigmaquotienten und die Funictionen Jacobis. 

Die Gleichungen (8) und (9) von § 30 zeigen, daß die vier 
Sigmafunktionen bei Vermehrung des Arguments um eine Periode 
sich mit Faktoren multiplizieren, die sich höchstens im Vorzeichen 
unterscheiden. Daraus folgt: 

I. Die Sigmaquotienten j d. h. die Quotienten je zweier Sigma' 
funktionen, ändern sich höchstens im Forzeichen, wenn man ihr Argument 
um je eine Periode vermehrt 

Im einzelnen ist: 

(T^ (W + 2 ft) J <T^ u 



1) 



<t(u + 2 (ü J a u 



^ Die beiden Vorzeichen der ersten Zeile kann man willkürlich wählen; 
man erhält aber nur dann in aUen drei Zeilen in der zweiten Kolonne das- 
selbe Zeichen, wenn man „— " wählt. — Tannert und Molk nehmen Ve, — 6, 
mit entgegengesetztem Zeichen; die in (23) in der zweiten Kolonne stehenden 
Wurzelgrößen kommen bei ihnen nicht vor. 
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dagegen : 

a„ (u + 2oi}o) c„ u 



4) 



5) 



(Tß{u + 2 (Dß) ^ or^ (tt + 2 üy) ^ cr^ « 

(Ty (W + 2 aß) "" O-y (« + 2 Öy) ^y ^ ' 

Aus den beiden letzteren Gleichungen folgt: 



6) 



<t(u + 4©^) (Tf* ' 

g^ (t< + 4 (Dß) _ (T^ (t^ + 4 fi)y) _ (T^ K 

iTy (tt + 4 0)^) "" 0-y (« + 4 Ü)y) ^^ V ^ U 

Zusammen mit (1) und (2) sagen diese Gleichungen aus: 

II. (Ta u/ff u und Gß u/tTy u sifid doppeltperiodische Funktionen von 
u mit den Perioden 2(Oa und 4(Oß. 

In dem durch diese Perioden bestimmten Periodenparallelo- 
gramm hat jede dieser beiden Funktionen zwei und nur zwei ein- 
fache Pole: nämlich GaUJau bei ti = und i^ = 2q>^, GßUJayU bei 
u^ (Oy und M = coy + 2 (Oß. Hätte nun eine dieser Funktionen noch 
eine Periode, die von 2(Oa und ^(Oß unabhängig wäre, so müßte 
diese Periode, zu dem einen Pol addiert, den anderen ergeben. Aber 
2(Dß ist nach (3) und (4) keine Periode dieser Funktionen. Also 
folgt, als Vervollständigung des Satzes II: 

HL Alle Perioden jeder dieser Funktionen lassen sich aus den 
angegebenen homogen und linear mit ganzzahligen Koeffizienten zu- 
sammensetzen. 

Mit diesen (7-Funktionen stehen diejenigen Funktionen im engsten 
Zusammenhang, die Jagobi seinerzeit gewählt hat, um alle übrigen 
elliptischen Funktionen durch sie auszudrücken. Diese Funktionen 
Jagobis sind homogene Funktionen nullten Orades der drei Argumente 
M, ö)j, 0)3, die in der Wbibestbass sehen Theorie auftreten; sie hängen 
also nur von den Verhältnissen dieser drei Argumente ab. Doch 
muß man, um zu Jagobis Bezeichnung überzugehen, zunächst nicht 
etwa die schon wiederholt benutzte Größe v = m/2 oü^ als unabhängige 
Variable einführen, sondern: 



7) M7 = w y^j — 



'S» 



wobei der Quadratwurzel die in § 32, 18 definierte Bedeutung bei- 
zulegen ist. Diese Größe ist nämlich ebenfalls eine homogene 
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Funktion nullter Ordnung von u, ö)j, «3, da die tf« von der Ordnung 
(— 2) sind. JacobIs Funktionen drücken sich dann folgendermaßen 
durch die Sigmaquotienten aus:^ 



ö) snw=\e^—e^ : cnw=— — : aniv^-^—- 

Will man umgekehrt von den Jacobi sehen Bezeichnungen zu 
der Weiebstbass sehen übergehen, so kann man für y^^ — e^ einen 
ganz willkürlichen Wert (nicht etwa bloß ein willkürliches Vorzeichen) 
vorschreiben. 



§ 34. Relationen zwischen den Sigmaquotienten, bezw. den Funlc- 
tionen Jacobis; DifTerentlalgieicliungen, denen sie genügen. 

Algebraische Relationen, die zwischen den Sigmafunktionen 
identisch bestehen, erhält man, wenn man aus den Gleichungen 
§ 30^ (5) pu eliminiert. Man findet so zunächst: 

oder: 

1) Gc? U — Gß^ U + [ßa — eß) G^U = 0, 

Aus den drei Gleichungen, die ans dieser durch Vertauschung 
der Indizes hervorgehen, erhält man femer: 

Von den so erhaltenen vier homogenen linearen Relationen 
sind gerade zwei voneinander unabhängig, so daß man den Satz 
erhält: 

I. Durch zwei beliebige der vier Sigmaquadrate lassen sich die 
beiden anderen linear und homogen ausdrücken. 

Für die Funktionen Jacobis lauten diese Relationen: 

3) cn^w = 1 — sn^w] dn^w == 1 — h^ sn^w^ 

das Zeichen k hat dabei die durch die Gleichung (17) von § 32 er- 
klärte Bedeutung. 

Als elliptische Funktionen müssen die Sigmaquotienten zufolge 
§ 24, VI algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung genügen, 



^ Jacobi nannte seine Funktionen bezw. sinus, cosinus, delta amplitudinis 
und bezeichnete sie mit sin am, cos am, A am ; die im Text benutzte Abkürzung 
dieser Bezeichnung rührt von Gudebmank her. 
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in denen die unabhängige Variable explizite nicht vorkommt. Um 
dieselben aufzustellen, gehen wir aus von der Gleichung (5) von § 30. 
Wir erhalten aus ihr zunächst durch Differentiation: 



- 


au du au '^ ' 




also wegen § 30 (6): 




d <r„ w ai>u a^u 
^ du au au au 






Hieraus folgt weiter: 




d au __<^ßU <T^u 
^ du a„u a^u a^u ^ 

a a a 




endlich durch Verbindung der Gleichungen (4) und 


(5): 


6) 


d ^ß^ au d ^ß^ aß^ d au 
du au ~~ au du au au du au 






au aua^u ^ '^ ^ (r u 


a u 

a 

a^u 



(die letzte Umformung mit Bücksicht auf (1)). 

Ersetzt man in diesen Gleichungen jedesmal die rechts auf- 
tretenden Sigmaquotienten mit Hilfe der Gleichungen (1) und (2) 
durch die links vorkommenden, so findet man: 

n. Die vier Funktionen: 

sind partikuläre Integrale einer und derselben Differentialgleichung 
(erster Ordnung^ zweiten Grades): 

8) (H)' = (1 - («^ - '')^') (1 - ("r - "'^i')- 

Wollen wir aus diesem Satz den entsprechenden für die Funk- 
tionen Jacobis ableiten, so müssen wir beachten, daß in diesen die 
unabhängige Veränderliche anders gewählt ist (§ 33, 7). Damit er- 
halten wir aus (5): 



d snw 



9) — 2 = cn w dn w =i YJl — sn^w) (1 — k^sn^w) 

und aus (6): 
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1 A\ dento j 

10) — ; = — snwdnw, 

' dw 

1^\ d dn w i« 

1) — -z — =i -— BT snwcnw. 

' dw 

Auch die Sigmafiinktionen, bezw. die Funktionen Jaoobis, sind 
also, ebenso wie j^u (§18, II) Umkehrungen gewisser elliptischer 
Integrale L Gattung; so ist z. B. die Gleichung snw ^ x gleich- 
bedeutend mit: 



12) w^\ 



dx 



Auch hier ist aber zu beachten: der „Modul" ä ist durch die 
Gleichung § 32, 17 als Funktion des Periodenverhältnisses definiert; 
es geht aus unseren bisherigen Untersuchungen noch nichts darüber 
hervor, ob wir das Perioden Verhältnis stets so wählen können, daß 
Ä einen vorgegebenen Wert erhält 

§ 35. Additionstheoreme der Sigmafunictionen. 

Aus der Gleichung (1) bezw. (4) von § 25 erhält man eine 
große Menge weiterer Belationen zwischen allen vier Sigmafunktionen, 
wenn man die Argumente um halbe Perioden vermehrt. Von diesen 
unterscheiden sich aber immer eine Anzahl nur durch die Be- 
zeichnung; um zu sehen, welche wirklich voneinander verschiedene 
man bekommt, hat man zu beachten, daß die vier Größen u alle 
unter sich gleichberechtigt sind, daß die Gleichung sich nicht ändert, 
wenn man irgend zwei von ihnen vertauscht. Infolgedessen hat 
man folgende Möglichkeiten zu unterscheiden: 

1. Vermehrung aller vier Größen u um dieselbe Halbperiode 
ändert die a, ä, c, d nur um ganze Perioden, gibt also nichts Neues. 

2. Vermehrung nur einer der Größen u um eine halbe Periode 
— etwa von u um öj« — führt die zwölf Argumente über in: 



«1 


^1 +öa 


Cj — ö)a 


d. 


«3 


*2 + ß'a 


Ca — 0)a 


d. 


«3 


h + ^a 


Cg - «a 


4- 



Setzt man diese Werte ein und führt die Sigmafunktionen mit 
Indizes ein, so findet man, daß die Exponentialfaktoren sich weg- 
heben; man behält die Gleichung übrig: 

1) O-Öj da ^1 O-a Cj ad^ + 0-02 <^a ^3 ö^a ^2 ^^2 + ^^3 ^o ^3 ^a ^j (Td^ = 0. 
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3. Vermehrung zweier der Größen u, etwa von u und u^ um 
dieselbe Halbperiode öj« führt die zwölf Argumente über in: 

Man erhält: 
oN f (^^ "" ^«) (^y "" ^«) ^^1 ^*i ^^1 ^^1 

l + O-a «2 ^«^2 ^«^2 ^«^2 "" ^«^3 ^«^8 ^«^3 ^«^3 ~ ^* 

4. Vermehrung von zweien der u um zwei verschiedene Halb- 
perioden — etwa von u um öj« und u^ um «^ gibt: 

a^" (Oß *2 + ^« ^2 — ^a ^2 — ^ß 

und damit: 

I — (e« — e^) o-aj (Tybj^ CyCj^ ad^ 

\ + (^ßO^ ö-a&a ö^a^a Ö"/Sß?2 ■" ^ß^Z ^«^3 ^«^3 ^/8^3 = ^' 

5. Vermehrung von dreien der vier u um dieselbe Halbperiode 
(Oa kann dadurch erreicht werden, daß man erst das vierte u um 

— Wa vermehrt, dann alle vier u gleichzeitig um je Wa» Diese letz- 
tere Operation ändert die öj, . . ., rfj nur um ganze Perioden, hat also 
auf die Formel keinen Einfluß. 

6. Ebenso kann Vermehrung von u und u^ um je cna^ von u^ 
um — GOß dadurch erreicht werden, daß man erst u^ um o)y, u^ um 

— (Da vermehrt, dann alle Größen gleichzeitig um — Wa* Auch 
damit erhalten wir also keine neue Formel. 

7. Dagegen erhalten wir noch eine neue Formel, wenn wir drei 
der vier u jedes um eine andere Halbperiode vermehren. So führt 
z. B. Vermehrung von ?/j um (0«, von u^ um (Oß, von u^ um coy die 
zwölf Argumente über in: 

a^+ Wß — G)y b^ + 0)a Cj + (Da d^ + (Da 

a^ + (Dy — (Da ^2 + ^ß ^2 + ^ß ^2 + ^ß 

«8 + ö« — GJß *3 + 0?y <?3 + COy d^ + ö)y, 

liefert also die Formel: 
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A\ \ ^^^ "" ^^ ^"^ ^ ^" *^ ^" ^^ ^" ^^ "*" ^^'' "" ^"^ ^'^ "^ ^'^^^ ^^ ^^ ^'^ ^^ 

• l + (^O — ^ß) ö'y «8 ö"y ig ö-y Cg Ö-y C?3 = 0. 

8. Die Größen a^, , . ., d^ vermehren sich auch dann um Halb- 
perioden, wenn man die vier Größen u um eine und dieselbe Viertel- 
periode vermehrt. Dabei erhält man aus (1) eine neue Formel; 
vermehrt man nämlich alle u noch einmal um je \(x)ßj so gehen die 
zwölf Argumente über in: • 



«1 


b^ — (Öy 


Cl — <»a 


fl^l — ö>^ 


«2 


b^ — Ö?y 


^2 — «a 


d^-^ß 


«3 


^3 ^(Oy 


Cg -(öa 


dg - Ö9^; 



man findet also: 

5) aa^ Gyb^ CaC^ (Tßd^ + aa^ Gyb^ GaC^ Gßd^ + aa^ Gyb^ GaC^ Gßd^ = 0. 

Wenn man in den Formeln (1) bis (5) eine oder zwei der vier 
Größen u gleich Null setzt, erhält man spezielle Formeln. Von 
diesen mögen hier nur einige der zweitgenannten Kategorie an- 
gehörige aufgeführt werden. Man erhält z. B. aus (1) für w = t^^ = 0, 
wenn man u für Mg, v für u^ schreibt: 

6) g{u + V) G {U — v) =^ G^ U G(^ V — G^V Ga^U\ 

aus (2) für m^ = Wg = 0: 

7) Ga [U + V) Ga (m — ü) = Ga^ UG^V — (e« — Cß) {e^ — «y) G^UG^V\ 

aus (5) für m = 0, Mj = 0: 

8) Gß[;a •\' V)G{;a — "6) = GUGßUGyVGa'O — GyUGaUGVG GßV\ 

endlich wenn man aus (3) durch Buchstabenvertauschung (§ 25 a. E.) 
ableitet: 

(^a — ^/?) ^yi«! ö- *! (Ty Cj Gd^ — (T^C/^ fTa^g ^/? ^2 ^«^2 
+ ö-aflg ö-/jÄg ö-aCg <T^£/g = 

und dann t^^ = Wg = setzt: 

9) ö^a (m + V) ö-^ (m — v) = GgU GßU Ga^ GßV — (tf« — Cß) G U GyU G V GyV, 

Die Formeln (6) und (7) lassen sich durch Benutzung der 
Formeln (1) und (2) von § 34 noch in verschiedene andere Ge- 
stalten bringen. 
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§ 36. Additionstheoreme der SIgmaquotienten 
und der Funictionen Jacobis. 

Aus den letzten Formeln des vorigen Paragraphen lassen sich 
durch geeignete Divisionen Additionstheoreme für die Sigmaquotienten 
ableiten. So folgt z, B. aus (6) und (8): 







or'w a^v 








a a 


• 


(TU 




UV <TV 


(TßU 


(TyW ' 


(T^U 


(^^V (TV 


(T^U 



^ ,„ 4- t?) 
^) (T, (u 4- «Ö 



femer erhält man, wenn man in (9) a durch y ersetzt, und die so 
umgeformte Gleichung mit der ursprünglichen verbindet: 

au (TßU (TV (TßV (TU (TV 

fTyiu + V) ^ "^ ~^ ~^V ^V " (^y " ^ß) ^a^ ^a^ 
' <ra{U + v)~ (TßU (TßV ■ .(TU <^Y^ (TV ^y^' 

— f e — Cß] 

0"««* ^»^ 0"„W (T„U (T„V a„v 

a a a a a a 

Führt man die Funktionen Jacobis ein, so erhält man aus (1): 

3) sn{u + v) = ^ , 

•' ^ ' sn u cnvdnv — sn vcn u dn u' 

aus (2): 

j. / , \ cn u dnucn V dnv — ¥^ sn u snv 

4) cniu + v) = -, z TS 

' ^ ' dnudn V + k* sn u cnu snvenv 

und: 

-» , , , V cn u dnu cn V dnv + k'* snusnv 

5) dn{u + v)= ■ . 

' ^ ' cn ucn V -{- snudn u snv dnv 

Da zwischen den Sigmaquotienten, bezw. den Funktionen 
Jacobis algebraische Gleichungen (§ 34) bestehen, vermöge deren 
man diese verschiedenen Funktionen durch je eine unter ihnen aus- 
drücken kann, so stellen diese Gleichungen dieses Paragraphen 
algebraische Additionstheoreme in dem § 23, V definierten Sinne vor 
(wie denn aus § 24, VII und § 33, IE hervorgeht, daß solche Theoreme 
existieren müssen). Sie teilen übrigens mit dem Additionstheorem 
der Funktion pu die Eigenschaft, daß ihre rechten Seiten für be- 
stimmte Werte des Arguments in der unbestimmten Form 0/0 oder 
oo/oo erscheinen. Durch algebraische Umformung kann man diese 
Unbestimmtheit an der Stelle, an der sie zunächst auftritt, beseitigen; 
aber dann tritt sie dafür an einer anderen Stelle auf. So erscheint 
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z. B. die rechte Seite von (3) für m = r in der Form 0/0 ; multipliziert 
man in Zähler und Nenner mit: 

snucnvdnv + snvcnudnuj 

formt den entstehenden Nenner: 

sn^ucn^vdn^v — sn^vcn^u dv? u 
durch Benutzung der Gleichungen § 84 (3) um in: 

871^ u — srfiv + k'^[sn^usn^v — sri^vsn^u) 
und dividiert mit «n^M — ^n^t; im Zähler und Nenner, so erhält man: 

n\ / , V snucnvdnv + 8nvcnudnu 

' ^ ' \ — k^ sn^usn^v 

Diese Form wird für m = r nicht mehr unbestimmt, sondern 
liefert direkt: 

28n u enu dn u 



7) 8n2u== 



1 — k^sn^u 



dagegen wird sie unbestimmt, wenn man dem u einen solchen Wert 
beilegt, daß die (miteinander verträglichen) Gleichungen bestehen: 

1 i dn V j ,en V 

snu = X • cnu^r , dnu^i . 

ksn v' yc sn v sn v 



FÜNFTEE ABSCHNITT. 



JACOBische Funktionen. 

§ 37. Elliptische Funktionen III. Art. 

In den cr-Funktionen mit und ohne Index sind uns Funktionen 
geläufig, welche die Eigenschaft haben, bei Vermehrung des Arguments 
um eine Periode ungeändert zu bleiben bis auf einen zutretenden 
Exponentialfaktor, dessen Exponent eine lineare Funktion des 
Arguments ist. Wir stellen nunmehr die Frage nach den all- 
gemeinsten eindeutigen analytischen Funktionen dieser Art, die in 
jedem endlichen Bereich bis auf Pole regulär sind. Bringen wir 
die zutretenden Exponentialfaktoren gleich auf eine für die weiterhin 
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durchzuführenden Rechnungen bequeme Form, so können wir die 
Aufgabe folgendermaßen formulieren: 

Alle im Endlichen bü auf Pole regulären Funktionen zu finden, 
die den beiden FunktionalgUichungen genügen: 

1) 0[U + 2cOi) = <?-2«iai(t* + «>i)-''<&i0(M), 

2) 0(m + 2ö?3)= e-2«ia,(u + «,)-:;ri6, 0(^)^ 

In diesen Gleichungen sollen die „Perioden I. Arf^ 2(öj, 2(öj, 
die „Perioden IL Arf' —2 Tri«, ^2nia^ und die „Parameter^' 
^j, ^3 von u unabhängige Größen bedeuten. 

Bevor wir die Frage beantworten, ob es Funktionen der ver- 
langten Art für beliebige Werte dieser Größen gibt, wollen wir 
erst aus den Gleichungen (1) und (2) einige andere ableiten, diö dann 
für alle Funktionen gelten müssen, für die die ersteren gelten. 

Wir erhalten zunächst, indem wir in (l)u durchs — 2(öi ersetzen: 

und ebenso: 

Ersetzen wir ferner in (1) u durch u + 2ot)^, so erhalten wir: 

(r>(z^ + 4cOi) = e-2;«<a,(u + 3a?i)-«»*6i CP (m + 200^) 

__. ß - 4^ i Ol (m + 2»i) - 2« i 6i (p UÄ 

und durch Wiederholung dieses Verfahrens: 

wie man durch den Schluß von k^ auf k^ + l beweist. Aus Glei- 
chung (3) folgt übrigens, daß (5) auch für negative (ganze) Zahlen ä^ 
gilt Ebenso erhält man: 

6) *(m+ 2Ä3«3) = ^-2Äi^ia,(u + Ä^a,,)-Äi«<d,0(^)^ 

Setzen wir ferner in (5) u + 2k^w^ für u und benutzen dann 
(6), so erhalten wir: 



j 0{u + 2k,m,+2k,co,) 



Ä^ a>,) - k, « iA - *« ^ * ^ {u). 



Setzen wir aber umgekehrt in (6) m + 2ÄjöJj für u und be- 
nutzen dann (5), so erhalten wir: 



8) 



1= ^ — 2Äi ji t «1 (it + fci coi) — 2ä^ ji i o, (u + ä^ CO, + 2fci coj) — fcijrifti — Ictnib^ip (u). 
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Soll eine eindeutige Funktion Yon u sein, so müssen die 
beiden Ausdrücke' (7) und (8) übereinstimmen. Das ist aber nur 
dann der Fall, wenn die Differenz der beiden Exponenten^ also die 
Differenz zwischen: 

— ^k^k^ni «1 0)3 und — 4k^k^ni a^ oa^ 

für alle ganzzahligen k^ und k^ ein ganzzahliges Vielfaches von 2ni 
ist^ also wenn 2(0^093 — 0307^) eine ganze Zahl ist. Es gilt also 
der Satz: 

I. Eine eindeutige Funktion ^ die den Funktionalgleichungen {!) 
und (2) genügt, kann jedenfaUs nur dann existieren, wenn: 

9) — 2 Äj 0)3 + 2 «3 09j = 71 

eine ganze Zahl ist 

Wir definieren nun: 

IL Unter einer elliptischen Funktion IIL Art verstehen unr eine 
Funktion, die den Funktionalgleichungen (/) und (2) genügt und in der 
ganzen Ebene bis auf Pole regulär ist, 

IIL Zwei elliptische Funktionen IIL Art, deren Perioden L und 
IL Art und Parameter übereinstimmen, heißen gleichändrig. 

Für solche Funktionen können wir über die durch die Glei- 
chung (9) eingeführte gunze Zahl noch weiteres aussagen. Um dabei 
nicht Vorzeichenunterscheidangen eintreten lassen zu müssen, nehmen 
wir die Festsetzung II von § 14 wieder auf. Leiten wir dann aus 
den Definitionsgleichungen (1), (2) durch Differentiation die beiden 
folgenden ab: 

10) %fi±l^ = ^^.2nia„ 

11) ^^+l^^^^^„ia^, 

so können wir auf diese Funktion tf>'(w): 0(m) dieselben Schlüsse 
anwenden, wie in § 19 auf die Funktion ^w; wir müssen nur 17^ 
und ri^ durch —%ia^ und —nia^ ersetzen. Wir finden so: 

IV. Die durch die Gleichung (9) definierte ganze Zahl n hat für 
eine elliptische Funktion IIL Art folgende Bedeutung : sie ist gleich 
der Anzahl der Nullpunkte, vermindert um die Anzahl der Pole, die 
die Funktion im fundamentalen Periodenparallelogramm besitzt. Wir 
nennen sie die Ordnungszahl der Funktion. 

Endlich seien hier noch folgende Sätze erwähnt, die sich un- 
mittelbar aus den Definitionsgleichungen ergeben: 
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V. Da^ Frodukt zweier elliptischen Funktionen IIL Art mit den^ 
selben Ferioden I, Art ist wieder eine solche Funktion; ihre Farameter 
und ihre Ferioden IL Art, also auch ihre Ordnungszahl ergeben 
sich aus den entsprechenden Bestimmungsstücken der Faktoren durch 
Addition. 

VI. Der Quotient zweier gleichändrigen elliptischen Funktionen 
IIL Art ist eine elliptische Funktion L Art 

VII. Ist (l>{u) eine elliptische Funktion IIL Art des Arguments u 
mit den Ferioden L Art 2(öj, 2(o^y den Ferioden IL Art —2nia^, 
— 2nia^ und den Farametern b^ , b^ ; ist femer v eine von u un^ 
abhängige Große y so ist <P{u+v)j als Funktion von u betrachtet, eine 
elliptische Funktion IIL Art mit deTiselben Ferioden L und IL Art, 
aber den Farametern b^ + 2a^v, b^ + 2 a^ v, 

§ 38. Pole, Nullpunkte und Charaktere der elliptischen 

Funktionen III. Art. 

Wir erhalten weitere Auskunft über die Lage der Pole und 
Nullpunkte einer elliptischen Funktion HI. Art, wenn wir den 
IB, § 46, XI ausgesprochenen und in § 16 dieses Heftes für die 
elliptischen Funktionen I. Art benutzten Satz heranziehen. Wie 
dort zerlegen wir das um ein Periodenparallelogramm zu nehmende 
Integral: 



/ 



<P' (u) , 
u ^; ^ du 



0(u) 

in vier Einzelbestandteile, die über je eine seiner Seiten zu er- 
strecken sind. Den dritten formen wir unter Berücksichtigung von 
§ 87, Gleichung 11 um in: 

a 
a + 2 o>x 

die Summe des ersten und dritten Bestandteils wird also: 
= I I 4 ITT 2 «3 «3 + 2 :i; ia^ u — 20)^ -^— > du 

a 

a + 2<oi 

=^ [4'n:ia^CD^u + Ttia^u^ — 2 w^ log fp (m)] 

a 

= 87t ia^ ö)j ft?3 + ;r ia^ (4 a «j + 4 co^^) 

+ 2 a>3 [2 :;r z a, {a + o)^) + Ttib^ + 2v^7t i] 
= 27ii{2a{a^(o^ + a^ co^) + 2{a^ + 2ag) oy^co^ + 2 a^m^^ + (o^b^ + 2$f^ ö?,}. 

BuBKHARDT, Funktionen. II. Zweite Aufl. • 
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Ebenso wird die Summe des zweiten und vierten Bestandteils: 

— 2 ;r I {2 a (öTg (öj + a^ co^) + 2 [2 a^ + a^) g)^ cOj 
+ 2 öj (ögä + (öj ^3 — 2 i/j ö?i }; 

der Wert des Integrals wird also: 

= 2n i{2 «3 (öj^ + 2 («3 — flj) «j ö>3 — 2 a^ oo^^ 

+ ö?3 Äj - (»1 &3 + 2 i/j «1 + 2 1/3 093} 

oder mit Rücksicht auf § 37, (9): 

= 2 i;r i{n{oi)^ + »3) + <D^b^ "" ^1 ^3 + 2 i'i o>i +2 1/3 CÖ3}. 

i/j und ^3 bedeuten dabei ganze Zahlen, die durch die Vieldeutigkeit 
des Logarithmus hereingekommen sind und deren Wert uns hier 
nicht weiter interessiert Wir sprechen das Resultat vielmehr 
folgendermaßen aus: 

I. Die Differenz zwischen der Summe der Nullpunkte und der 
Summe der Foley die eine elliptische Funktion IIL Art n^ Ordnung in 
einem Feriodenparallelogramm hat, ist modulis Ferioden kongruent zu: 

n{(D^ + tt>3) + ^1 «3 — A3 «j. 

Dieser Satz gibt Veranlassung, die beiden komplexen Größen 
Äj, A3 auszudrücken durch eine komplexe Große fi und zwei wesentlich 
reelle Zahlen g^, g^. Nach § 12, V ist es nämlich auf eine, und 
nur auf eine Weise möglich, zwei reelle Zahlen g^, g^ so zu be- 
stimmen, daß die komplexe Größe: 

1) c = ^1 «3 - ^3 G?i = ^/Tj (Ö3 - ^3 m^ 

wird; definiert man dann ^i durch: 

2) „ = i!^L^==Alli!.; 

so wird: 

3) ^1 = |tiG>i + g^, ^3 = iU0>3 + ^3. 

II. Die beiden durch diese Gleichungen eingeführten reellen Zahlen 
9\y ff 3 nennen wir einzeln die Charaktere^ zusammengenommen die 
Charakteristik der elliptischen Funktion IIL Art 

Die Definitionsformeln (§37, 1, 2) bleiben ungeändert, wenn 
man die Parameter, oder, was dasselbe ist, die Charaktere um gerade 
Zahlen vermehrt oder vermindert. Man kann das so ausdrücken, 
daß man sagt: die Charaktere kommen überhaupt nur modulo 2 in 
Betracht. Indessen ist wohl zu beachten, daß in späteren Formeln 
(§ 44) die Charaktere selbst, nicht etwa nur ihre modulo 2 ge- 
nommenen Reste auftreten. 
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§ 39. Elliptische Funictionen III. Art nullter Ordnung. 
Verwandte elliptische Funictionen III. Art. 

Wir betrachten nun speziell elliptische Funktionen III. Art von 
der Ordnung 0. Aus der Gleichung (9) des § 37 folgt, daß für 
eine solche Funktion die Perioden II. Art zu denjenigen L Art pro- 
portional sein müssen, mit andern Worten, daß sich eine Größe X 
60 bestimmen lassen muß, daß: 

ist. Zu diesen Funktionen gehört, wenn A 4= ist, insbesondere die 

Exponentialfunktion : 

2) ^-Vt^au«^ 

die als elliptische Funktion III. Art mit den Parametern 0, be- 
trachtet werden kann. Satz VI von § 37 liefert dann das Resultat: 

I. Jede elliptische Funktion HL Art der Ordnung ist gleich dem 
Produkt einer Exponentialfunktion der Form 2 in eine elliptische 
Funktion IL Art 

Wir erhalten (vgl. § 28, IX) noch eine weitergehende Reduktion, 
wenn wir auch noch ein Glied mit der ersten Potenz von u im Ex- 
ponenten hinzufügen. Die Funktion e- V«^»^« kann angesehen werden 
als eine elliptische Funktion III. Art der Ordnung 0, mit den (be- 
liebigen) Perioden I. Art (2(o^, 2CÖ3), den Perioden IL Art (0, 0) und 
den Parametern {(xo)^, f^^^)' Verstehen wir unter fi die durch die 
Doppelgleichung (2) des vorigen Paragraphen definierte Größe und 
wenden Satz V von § 37 an, so finden wir die beiden folgenden Sätze: 

n. Jede elliptische Funktion HL Art der Ordnung ist gleich 
dem Produkt eines Fxponentialfaktors der Form: 

3) g'-%7ti{Xu'' + flU) 

in eine elliptische Funktion IL Art, deren Multiplikatoren den absoluten 
Betrag 1 haben, 

III. Überhaupt kann man durch Multiplikation mit einem Ex- 
ponentialfaktor der Form (3) jede elliptische Funktion HL Art in eine 
andere von derselben Ordnung verwandeln, die dieselben Perioden L Art 
und dieselben Charaktere, aber beliebig vorgeschriebene Perioden IL Art 
und Parameter hat, die nur den Relationen § 37 (9) und § 38 (2) ge^ 
nügen müssen. 

Solche elliptische Funktionen III. Art von derselben Ordnung, 
die dieselben Perioden I. Art und dieselben Charaktere haben, nennt 
man wohl verwandt; man kann dann Satz III so aussprechen: 



■j ^ 
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IV. Verwandte elliptische Funktionen III. Art können durch Multi- 
plikation mit einem Exponentialfaktor der Form (3) in gleichändrige 
übergeführt werden, 

§ 40. JACOBische Funktionen; 
der negative Teii des HERiwiTEscIien Satzes. 

I. Elliptische Funktionen IIL Art, die zugleich ganze transzendente 
Funktionen des Arguments u sind, nennt man jACOBische Funkäonen y 
insofern mit einigem Recht, als bereits Jacobi verschiedene der- 
artige Funktionen betrachtet hat.^ 

Für solche Funktionen ergeben sich aus den vorhergehenden 
allgemeinen Entwicklungen speziell die folgenden Sätze: 

II. Die Ordnungszahl einer JACOBischen Funktion kann nicht 
negativ sein 

(aus § 37, IV). 

IIL Jede JACOBische Funktion nullter Ordnung ist gleich einer 
Exponentialfunktion, deren Exponent eine ganze Funktion IL Grades 
des Arguments ist. 

Denn eine elliptische Funktion IL Art, die keinen Pol hat, 
gehört notwendig dem singulären Fall dieser Funktionen an und 
ist gleich einer Exponentialfunktion, deren Exponent eine ganze 
Funktion ersten Grades von u ist (§ 28, V); hieraus und aus § 39, I 
ergibt sich der ausgesprochene Satz. 

Ferner erhalten wir einen wichtigen Satz über Jacobi sehe 
Funktionen aus dem Satz I von § 38. Aus demselben folgt näm- 
lich, daß die Summen der Nullpunkte zweier gleichändrigen Jacobi- 
schen Funktionen kongruent sind. Haben also zwei gleichändrige 
JACOBische Funktionen n^^ Ordnung w — 1 inkongruente Nullpunkte 
gemein, so haben sie auch den letzten gemein. Dann ist aber ihr 
Quotient eine elliptische Funktion I. Art ohne Pole, also nach § 13, 1 
eine Konstante. Es gilt also der Satz: 

IV. Zwei gleichändrige JAcoBische Funktionen n'**" Ordnung, die im 
Periodenparallelogramm n — \ Nullpunkte gemein haben, haben auch 
den letzten gemein und sind, bis auf einen von u unabhängigen Faktor 
identisch. 

Wir nehmen nun (zunächst ohne Beweis) an, es gebe m gleich- 
ändrige JACOBische Funktionen m*®' Ordnung T^, T^, . . ., T^, zwischen 



^ Andere Namen sind „fonctions interm^diaires*'; „T-Funktionen"; „quasi- 
periodische Funktionen". 
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denen keine homogene lineare Relation mit Ton u unabhängigen 
Koeffizienten identisch, d. h. für alle Werte von u, besteht Für die 
Koeffizienten des Aggregats: 

1) c,T, + c,T, + ...+e^T^ 

lassen sich dann Werte angeben, die nicht alle gleich Null und so 
beschaffen sind, daß dieses Aggregat in wi — 1 beliebig vorgeschrie- 
benen Punkten Null wird. Denn diese Forderung gibt m — 1 
lineare homogene Gleichungen zur Bestimmung der m unbekannten c; 
solche können aber immer durch W^erte der Unbekannten erflillt 
werden, die nicht alle =0 sind. Das mit diesen Werten der c 
gebildete Aggregat ist dann sicher nicht identisch Null, da nach 
Voraussetzung überhaupt keine lineare homogene Verbindung der T 
mit konstanten Koeffizienten identisch Null ist. Bestimmen wir die c 
insbesondere so, daß das Aggregat in m — 1 von den Nullpunkten 
einer (m + 1)*®^ mit den gegebenen gleichändrigen JACOBischen 
Funktion T^^i Null wird, so folgt aus IV, daß es sich von T^j^i 
nur um einen von u unabhängigen Faktor unterscheiden kann. 
Damit haben wir den negativen Teil des für die Theorie der Jacobi- 
schen Funktionen fundamentalen Hebmite sehen Satzes gewonnen: 

V. Es gibt nicht mehr als m linear unabhängige gleichändrige 
JACoBische Funktionen m^ Ordnung; mit anderen Worten, zwischen 
m + 1 gleichändrigen Jacobi sehen Punktionen m^ Ordnung T^^T^'i • . .? ^«4.1 
besteht stets eine lineare homogene Identität mit von u unabhängigen 
Koeffizienten, die nicht alle gleichzeitig sind: 

Der Satz ist unabhängig von der bei seinem Beweise gemachten 
Voraussetzung, daß T^, T^ . . , T^ linear unabhängig seien. Denn 
würde schon zwischen diesen eine lineare Relation bestehen, so würde 
man diese auch als Relation der Form (2) mit c^^^ = auffassen 
können. Auch beachte man, daß der Satz auch gilt, wenn ^„ + 1 
mehrfache Nullpunkte hat; denn die Forderung, daß das Aggregat (1) 
einen bestimmten Punkt zum ^-fachen Nullpunkt haben soll, drückt 
sich ebenfalls durch k lineare Gleichungen zwischen den c aus. 

Aus diesem Satz und aus § 39, IV ergibt sich noch der 
folgende : 

VI. Zwischen m + 1 verwandten Jacobi sehen Funktionen m*^ Ord' 
nung T^, ^2' • • •» ^m + i ^^^^^^ *^^^ ^^^^ lineare homogene Identität: 

3) L,T,+ L,T, + . . . + L^T^ + L^^,T^^,^Q, 

deren Koeffizienten JACOBische Funktionen nullter Ordnung sind. 
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§ 41. Reduzierte JAcoBische Funktionen. Tlietafunictionen. 

Aus der Gesamtheit aller untereinander verwandten Systeme 
gleichändriger Jacobi scher Funktionen heben wir nun ein solches 
System als besonders einfach heraus durch die Definition: 

I. Eine Jacobi sehe Funktion heißt reduziert^ wenn ihre erste Periode 
zweiter Art Null ist und ihre Parameter gleich ihren Charakteren sind^ 
wenn also ihre Definitionsgleichungen folgendermaßen lauten: 

1) T(« + 2ö7i) = tf-^»^»y(M), 

nni , 

(tt + CO,) 



2) T[u + 2 (O3) = e-st^U «1 r(M). 

In diesen Gleichungen kommen die drei Variabeln u^ q>^, 00^ 
nur in den beiden Verbindungen (vgl. § 21, 1): 

vor; wenn es überhaupt möglich ist^ sie zu befriedigen, muß es auch 
möglich sein^ sie durch Funktionen zu befriedigen, die die drei 
Variabein nur in diesen beiden Verbindungen enthalten. Solche 
Funktionen nennt man Thetafunktionen; deren Definition lautet 
demnach: 

n. Unter einer Thetafunktion n^^ Ordnung versteht man eine ganze 
transzendente Funktion von v, die den Gleichungen genügt: 

4) 0(r + l) = e-i'i^<0(t7), 

Jede reduzierte Jacobi sehe Funktion kann dann angesehen 
werden als Produkt einer Thetafunktion mit einem von u unab- 
hängigen Faktor; wie man erkennt, wenn man r, t und etwa (o^ 
an Stelle von u, g?^, 0J3 als unabhängige Veränderliche einführt 

Wir rekapitulieren noch einmal die Schritte, die erforderlich 
sind, um eine beliebige jACOBische Funktion durch eine solche 
Thetafunktion auszudrücken. 

Zuerst ist aus den Gleichungen: 



n 



6) Oj = A G9j , 0^3= — \- %(o 



'3 



der Faktor l zu berechnen (§ 39, HI). Dann ist b^ «g — ^3 Wj auf 



§ 42. Die fundamentale Thetafimkiion, 103 

die Form ff^ ©g — ff^ ©j zu bringen, in der ff^, g^ reelle Zahlen be- 
deaten nnd: 

ZU setzen (§ 38^ II). Sind A, ju, ^^, g^ so bestimmt, so findet man: 
8) T{u; a>„ «a,; a„ a^; b„ b,) = (7«- V.««a«' + /.»)0^"^^ (^; ^) ; 
dabei bedeutet C einen von i^ unabhängigen Faktor. 

§ 42. Die fundamentale Thetafunktion. 

Wir wollen uns nun zunächst mit Thetafunktionen erster Ord- 
nung der Charakteristik (0, 0) beschäftigen, also mit ganzen trans- 
zendenten Funktionen von v, die den Gleichungen: 

1) &{v+l)^&{v), 

genügen. Nach § 40, V können sich alle solchen Funktionen (sofern 
es deren überhaupt gibt) nur durch von v unabhängige Faktoren 
unterscheiden. Über diese Faktoren wollen wir weiterhin noch Ver- 
fügung treffen; zunächst müssen wir uns durch wirkliche Aufstellung 
eines analytischen Ausdrucks von der Existenz einer Funktion mit 
den verlangten Eigenschaften überzeugen. Aus der Gleichung (1) 
und aus IB, § 49 folgt zunächst, daß sich jede solche Funktion durch 
eine gleichmäßig konvergente FouBiEBSche Reihe der Form: 

8) ^^^)^''^J^e^n.„iv 

TO as — 00 

darstellen lassen muß. Diese Entwicklung soll nun auch die Glei- 
chung (2) befriedigen, es soll also: 

+ 00 +00 

^J g2mni(v + x) ^^ ^ ßWt[(2m^2)t; - x] 
.r I m ,/i I m 

msB— 00 m=— CO 

sein. In der Summe rechts kann man den Summationsbuchstaben 
m durch m + l ersetzen; sie lautet dann: 

S^.+i^"*^'"''"^'-- 

TO as — 00 

Nun ist aber (vgl. IB, § 47, II) einer Entwicklung einer ganzen 
Funktion in eine Reihe der Form (3), wenn überhaupt, nur auf eine 
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Weise möglich; man kann also durch Yergleichung der Koeffizienten 
gleichhoher Potenzen von g2ji»r ^j^j^ Schluß ziehen: 

Soll die Reihe (3) die Gleichung (2) befriedigen, so müssen ihre 
Koeffizienten der Bekursionsformel genügen: 

4) ^.^j=c(2- + i)-*^.. 

Diese Bekursionsformel gestattet , alle diese Koeffizienten fol- 
gendermaßen durch den ersten auszudrücken: 

5) Ä^^e-^'^-'A^', 
die Beihe (3) erhält damit die Form: 

+ 00 

6) Ä^^e^'^'^^'^'^^)^\ 

TO a= — CX) 

Wir haben vor allem zu untersuchen, ob sie konvergiert Zu 
diesem Zweck bilden wir (für m > 0) den Quotienten des {m + 1)*®° 
Gliedes durch das m*®; wir erhalten: 

Man sieht, daß er mit wachsendem m unendlich groß wird, wenn 
die zweite Koordinate von t negativ ist, dagegen unendlich klein, 
wenn sie positiv ist; und zwar gleichmäßig für alle endlichen Werte 
von V und alle dieser Bedingung genügenden Werte von r. Ebenso 
wird gezeigt, daß unter derselben Bedingung auch der zu negativen 
Werten von m gehörende Teil der Beihe konvergiert. Wir haben 
aber seit § 14, IV an der Voraussetzung festgehalten, daß die zweite 
Koordinate von r positiv sei, können also jetzt sagen: 

I. Die Reihe (6) konvergiert gleichmäßig in jedem in Betracht 
kommenden Gebiet der Variabein v und t, d. h. in jedem abgeschlossenen 
Gebiet^ das nur endliche Werte von v und nur Werte von x mit posi- 
tiver zweiter Koordinate enthält. 

Indem man die ausgeführten Schritte rückwärts verfolgt, über- 
zeugt man sich, daß die durch diese Beihe definierte ganze trans- 
zendente Funktion von v auch wirklich alle verlangten Eigenschaften 
besitzt. Wir vervollatändigen die Definition noch dadurch, daß wir 
den Koeffizienten /f^, der bis jetzt noch eine willkürliche Funktion 
von r sein konnte, von r unabhängig und zwar = 1 annehmen. 
Wir definieren also: 

II. Als fundamentale Thetafunktion bezeichnen wir die durch die 
Reihe: 

8) d'{v)=-d'{v I T) = 2'^('«'^ + 2m,;)^i 

m = — 00 

dargestellte ganze transzendente Funktion von v. 
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Zieht man je zwei Glieder mit entgegengesetzten Vorzeichen 
zusammen und führt trigonometrische Funktionen ein (I ß, § 40, 6), 
so erhält man die Darstellung: 

00 

9) ^{v) = 1 + 2^e'^*^''*cos2mv7t; 

m s= 1 

benutzt man die bereits in §21, (16) eingeführte Bezeichnung, so 
kann man auch achreiben: 

10) t9'(i;)=^A««^2«. 

Diesen expliziten analytischen Darstellungen der Thetafunktion 
entnehmen wir noch die beiden folgenden Sätze: 

m. Die fundamentale Thetafunktion ist eine gerade Funktion von v, 
d, k, es ist: 

11) ^i'-v I r) = i9'(t; I t). 

IV. Sie genügt der 'partiellen Differentialgleichung: 

12) -5— r- = \%i-^—' 

Jedes einzelne Glied der Reihe genügt nämlich dieser Gleichung; 
und da die Reihe gleichmäßig konvergiert, so dürfeo die Differen- 
tiationen nach IB, § 50, 11 gliedweise vollzogen werden. 



§ 43. Thetafunktionen höherer Ordnung. Positiver Teil 

des HERMiTEschen Satzes. 

Die wirkliche Existenz von Thetafunktionen höherer Ordnung 
kann ganz analog durch Aufstellung von Reihenentwicklungen solcher 
Funktionen dargetan werden, wie es in § 42 für die Thetafunktionen 
erster Ordnung geschehen ist. Auch hier dürfen wir uns zunächst 
auf die Funktionen der Charakteristik (0, 0) beschränken, da wir 
nach § 37, VII von diesen zu Funktionen einer beliebigen Charakte- 
ristik durch Vermehrung der Argumente um Konstante und Multipli- 
kation mit einem Exponentialfaktor kommen können. Wie in § 42 
schließen wir aus der Gleichung: 

1) Q[v+ 1) = 0H 

daß jede solche Funktion sich durch eine gleichmäßig konvergente 
FouRiBEsche Reihe der Form: 

2) 2<^'""*' 

«1 s= - 00 
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darstellen lassen muß. Soll diese Entwicklung auch die G-leichung 

3) 0(o + t) = (?-»«<(2«+t)0(i,) 

befriedigen, so muß 

+ 00 +00 

«— — 00 «sas— 00 

oder wenn man rechts den Summationsbuchstaben m durch m + n 
ersetzt: 

sein. Die Koeffizienten müssen also durch die Rekursionsformel: 

/ in + n « 

yerbunden sein. Diese Bekursionsformel läßt noch n von den Ko- 
effizienten Ä unbestimmt; wir können etwa A^^ A^, A^, . . ., A^_^ will- 
kürlich annehmen. Setzen wir z. B. alle diese Koeffizienten bis 

aa 

auf Aa gleich Null, J« = A ♦» , so werden von den Koeffizienten A 
nur diejenigen von Null verschieden sein, deren Index modulo n 
zu cc kongruent ist; und zwar wird: 

-i-Cfcn + a)« 

SO daß man eine Reihe der Form erhält: 



5) 



ft= — 00 



aa 



+ 00 



k s -00 



Man sieht, daß diese Reihe sich folgendermaßen durch die funda- 
mentale Thetafunktion ausdrückt: 

^^ qPo(^|T)=^ ♦» '^ i7'(«v + ar I nr). 

Damit ist auch zugleich die Konvergenzfrage entschieden; denn die 
zweite Koordinate von n r hat dasselbe Vorzeichen wie die von r. Wir 
haben also in der Tat n verschiedene ganze transzendente Funk- 
tionen gefunden, die den Bedingungen Genüge leisten; zugleich geht 
aus der Entwicklung hervor, daß jede andere Funktion dieser Art 
sich aus den angegebenen linear und homogen mit von u unab- 
hängigen Koeffizienten zusammensetzen läßt. Damit ist der negative 
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Teil des Hebmite sehen Satzes (§ 40, V) von neuem abgeleitet; 
darüber hinaus aber sehen wir jetzt noch: Jede der n Reihen (5) 
enthält andere Potenzen von z, es kann also zwischen ihnen keine 
lineare Belation mit von v unabhängigen Koeffizienten bestehen. 
Wir können also jetzt auch den positiven Teil des Hebmite sehen 
Satzes aussprechen: 

L Es gibt wirklich n voneinander linear unabhängige Theta- 
funktionen n*^ Ordnung; 

oder allgemeiner: 

II. Zu beliebig vorgegebenen Werten der Perioden L und IL Art 
und der Parameter, die den Bedingungen § 14 (2) und § 37 (9) ge- 
nüg en^ gibt es stets wirklich n voneinander linear unabhängige JACOBische 
Punktionen der positiven Ordnungszahl n. 



§ 44. Thetafunktionen mit von Nuii verscliiedener Charaicteristilc. 

Durch die in § 42 eingeführte fundamentale Thetafunktion 
lassen sich alle Thetafunktionen, weiterhin überhaupt alle elliptischen 
Funktionen IIL Art ausdrücken. Zunächst ist nach § 37, VII 

^ / 1; _ 2lI^L?§ I aig Funktion von v betrachtet eine jAOOBische Funktion 

mit den Perioden I. Art 1, r, den Perioden 11. Art 0, — 2 7r2 und 

den Parametern 0, — 5^1 ^ + 5^3 5 ®^ ^^^ ^^^ ^^^ ^^® A = (§41, 6) 
und wenn, wie wir annehmen dürfen und wollen, g^ und g^ reell 
sind, so ist für sie (i= — 2^^ und die Zahlen g^, g^ bilden ihre 
Charakteristik (§ 41, 7). Aus § 41, 8 folgt also: 
I. Sie Funktion: 

1) f[v I t) = Cg-^*gt^»»[r- ^*Y^' ) 

ist eine Thetafunktion erster Ordnung mit der Charakteristik (g^, g^; 
und jede solche Funktion stellt sich in dieser Form dar. 

Unter allen diesen Funktionen wollen wir eine bestimmte 
herausgreifen, nämlich diejenige, bei der die Abhängigkeit der Kon- 
stanten C von T so festgelegt ist, daß die Funktion der partiellen 
Differentialgleichung (12) von § 42 gleichfalls genügt. Um die dazu 

-^j den 

partiellen Differentialquotienten von & nach r, gebildet ohne Rück- 
sicht auf eine etwa vorhandene Abhängigkeit des Arguments von r, 

und schreiben & für O'lv — ^* ^7^ } 5 wir haben dann: 
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3V" 

dv 

¥-,-'-"" {«(ll)-''f ^+4f*l- 

Soll also die erwähnte Gleichung erfüllt sein, so muß G der ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung : 

genügen, mit anderen Worten, es kann sich von 



e 4 






nur durch einen auch von r unabhängigen Faktor unterscheiden. 
Dieser Faktor, der eventuell noch von der Charakteristik abhängen 
kann, wird von verschiedenen Schriftstellern verschieden gewählt; wir 
wollen ihn mit Heemite für alle Charakteristiken gleich 1 annehmen. 
II. Demgemäß definieren wir die Thetafunktion erster Ordnung mit 
der Charakteristik (g^, g^) vollständig durch folgende Gleichung: 

2) ^,. „(») = «-»*<'.(•'- V. 0. •) & (« _ ?• -t^:^) . 

Setzt man in ihr für die fundamentale Thetafunktion ihre 
Reihenentwicklung, so erhält man: 



3) 






TO « — 00 



+ 00 
= e^l^^'d! 9» 2 tf^ *[("»- V2(7i)"'^ + 2(m - V.gi)(«' + Va^s)]. 

m = — 00 



Ersetzt man in einer solchen Thetafunktion das Argument v 
durch V — ■J'(y'i r — y^), so erhält man: 

4) j ^ ^ ' 

Andererseits ist aber die Thetafunktion mit der Charakteristik 
(ffi + Ti» 9a + ra)' 
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5) 



= ^- ^»-((/i + Yx) [v - ViCflfi + n)r] ,9. [t, — te'i + n) ^ - (^8 + /sA . 

Vergleichung von (4) und (5) gibt 
III. die allgemeine Verwandlung s formell 

Aus dieser allgemeinen Formel ergeben sich eine Reihe von 
speziellen. Zunächst erhält man für /^ = — ^^ , /g = — ^'j die 
Formel: 

die als Umkehrung von (2) angesehen werden kann; femer fllr 
71 = 2, ^3 = 0: 

und für y^ =0, y^ = 2: 

9) ^».„(^ + 1) = «-""• -9-,„». + 2(»)- 

Es ist aber zufolge der Definition der Thetafunktionen : 

^».*(»' - J^) = e'""*«''*(2.-r)^^^^^(„) 

und: 

also folgt aus (8) und (9): 

11) '^,.,* + 2(»)= ^g,g,{v)- 



(Zu diesen Formeln vergleiche man die Schlußbemerkung von § 38.) 
Endlich sei noch eine Formel erwähnt, deren Richtigkeit man 
direkt aus der Definitionsformel abliest, wenn man berücksichtigt, 
daB die fundamentale Thetafunktion eine gerade Funktion ihres 
Arguments ist (§ 42, III); nämlich: 

12) i^-..-J-«) = *....W. 

§ 45. Hauptcharakteristiken. 

I. Als y^Hauptcharakteristiken*^ bezeichnet man diejenigen j deren 
Elemente beide den Wert oder 1 haben. 
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Zufolge der Gleichungen § 44 (10), (11) gibt es deren vier 
wesentlich verschiedene^ nämlich außer der fundamentalen (0, 0) noch 
die drei (0, 1), (1, 0), (1, 1). Die zugehörigen Thetafunktionen sind: 



1) 



«^-O. l(Hf)=^(f + i|T) 



+ 00 

= Vß«<[«'* + 2m(t; + V,)l 

1» = — 00 

+ 00' 

= 1 + 2 2(— l)"*Ä««cos2?iiü7r; 

»1 = 1 



2) 



*i, o(^^ I T)=^e-"i(.^''U')&{v^ ^T I t) 



+ 00 



= ^ ^'^•K"» - V«)'^ + 2(1» - v«)»] 



«»= - 00 

00 



3) 



TO = 

*i. li^ I T) = e--i(-''U^)&{v + l-^T I t) 
= i^e"*^^"^ - V«)'^ + 2(TO - ^k)(v + V«)] 



m = — 00 



+ 00 



= -2i2(- 1)^A("» + V.)«sin(2m + l)t;;r. 

m = 



Da man mit diesen Funktionen sehr viel zu rechnen hat, ist 
eine kürzere Bezeichnung als die durch Doppelindizes wünschens- 
wert; man setzt nach Weiebstbass: 

und bezeichnet dann wohl auch die fundamentale Thetafunktion oder 
>?„,„(») mit &,{vy 

Wie aus ihrer Definition hervorgeht, sind &f^ {v) und ^^ (v) ebenso 
wie i9'g(v) gerade Funktionen ihres Arguments; ß-^ [v) dagegen ist eine 
ungerade Funktion. 

Ihrer häufigen Verwendung wegen lohnt es sich, die Formeln 
für die Vermehrung des Arguments um halbe oder ganze Perioden, 
die sich aus § 44 ergeben, für diese Funktionen explizite zusammen- 



^ Man kann den hier bei ^^ auftretenden Faktor i in die allgemeinen 
Formeln mit hereinziehen^ wenn man in § 44 (2) den auch von t unabhängigen 
Faktor, statt ihn mit Hebmtte =* 1 zu setzen, mit H. Webee =s e '•^*^*^* setzt. 
Dann werden aber die allgemeinen Formeln jenes Paragraphen weniger einfach. 
[Übrigens ist Hebmites ö_^ ^ in unserer Bezeichnung ^^ ^]. 
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zustellen; man hat dabei auch die Gleichungen (10) und (11) des- 
selben zu beachten. Man hat zunächst: 



5) 



( ,^„(r + 1) = &,(v), &^{v + T) = - c-'"(2» + ')v9-,(r), 
t9-i (» + 1) = - r9-i (»), ^j (» + t) = - e- ««(a- + ») ^^ (»), 
^, (» + 1) = - *j (»), ^2 (» + T) = «- "'(2» + ») ^, (»), 



femer: 



6) 



7) 



8) 



^« (» + i) = ^3 (")» 

•^8 (» + i) = *0 («)• 

^i (» + i + i) = «--*(• + V.0 ^g (»), 
^a('' + i + y) i^-'^C + V.r) ^^(„), 



V9-, 



§ 46. Obergang von den Sigma- zu den Thetafunktionen. 

Zu den jACOBischen Fanktionen gehören gemäß ihrer Definition 
auch die Sigmafunktionen. Das Hauptsigma speziell (§ 20, 6; 7) ist 
eine jACOBische Funktion erster Ordnung, mit den Perioden I. Art 
2ß>j, 2<0g, den Perioden IL Art 2t]^, 2i7j, und den Parametern 
1, 1. Es ist also eine mit t')-^ verwandte Funktion und muß folg- 
lich mit t9-j durch eine Formel verbunden sein, die einen Spezial- 
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fall der allgemeinen Formel §41, (8) vorstellt. Bestimmt man A 
und (jb in der dort angegebenen Weise, so ündet man für diesen 
Spezialfall: 

also: 

Die Eonstante C läßt sich bestimmen, indem man beiderseits 
nach u differentiiert und dann u =s setzt; man erhält* so: 

2) ^^ = — ^Tcör"^ — 

Ebenso sind die Nebensigma verwandt zu den Thetafunktionen 
mit den drei von (1, 1) verschiedenen Hauptcharakteristiken. Man 
erhält die entsprechenden Formeln auf ganz demselben Wege (nur 
daß es zur Bestimmung des konstanten Faktors keiner Differentiation 
bedarf), nämlich:^ 

3) ^^„ = ,2,.«.^^, 

5) -3« = «^---^- 

An diesen Formeln (2) bis (5) ist noch unbefriedigend, daß in 
ihnen die „Thetanullwerte^^, d. h. die Werte der Thetafunktionen und 
ihrer Differentialquotienten für den Wert des Arguments, vor- 
kommen, die man nicht als bekannt wird ansehen wollen, wenn man 
von den Sigma aus die Theta einführen will. Es entsteht daher 
die Frage, nach welchem Gesetze diese Größen von den e^, e^, e^ 
abhängen. Man kann diese Frage auf zwei ganz verschiedenen 
Wegen beantworten: entweder durch direkte Umformung der un- 
endlichen Produkte der §§21 und 31 in die unendlichen Reihen 
der §§ 42 uüd 45 ; oder durch Umformung der partiellen Differential- 
gleichung § 42, (12), durch die der von u unabhängige Faktor in 
den Thetafunktionen bestimmt war. Den ersten Weg wollen wir 
im nächsten Paragraphen einschlagen, den zweiten können wir erst 
später (§ 59) betreten. 



^ Die Indizes der Thetafunktionen sind modulo 4 genommen je um eine 
Einheit größer als die der ihnen entsprechenden Sigmafunktionen. 
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§ 47. Darstellung der Thetafunktionen durch unendliche Produkte. 

Da die Formeln § 30, (9), (10) und § 45, (6) bis (8) den Über- 
gang von jeder Sigma-, bzw. Thetafunktion zu jeder andern durch 
Addition halber Perioden gestatten, so gentigt es, wenn wir die Um- 
formung des unendlichen Produkts in die unendliche Reihe für eine 
der vier Sigmafunktionen durchführen. Am bequemsten ist es, dazu 
die Funktion (t^u zu wählen, die der fundamentalen Thetafunktion 
zugeordnet ist. Statt des unendlichen Produkts betrachten wir zu- 
nächst das endliche: 



m 



1) f„{z)=^\l(l+h^-^z^{l+h^''-^z-i). 

v = 1 

Dieses Produkt ändert seinen Wert nicht, wenn man z mit z - ^ 
vertauscht; seine Entwicklung nach Potenzen von z^ mit positiven 
und negativen Exponenten hat also die Form: 



2) 



{ 



+ . .. + Ä^'^\z^^ + z'^^). 



Von den Koeffizienten dieser Entwicklung ist, wie man direkt 
sieht, der letzte: 



3) J""^ = Ä.ÄS.Ä'^ . . . Ä2m-1 ^ y^mm. 



für die übrigen leiten wir eine Bekursionsformel ab. Die einzelnen 
Faktoren von fm{z) vertauschen sich nämlich zum größten Teil unter- 
einander, wenn man z durch hz ersetzt; es fallen nur 1 + hz^ und 
l + Ä2i»-i2:-2 ^Qg |ju(j 1 -f A2w + i2:2^ sowie l + h'-^z"^ kommen 

neu hinzu, so daß man die Gleichung erhält: 
oder: 

4) (Ä2m + hz^)f^[hz) = (1 + Ä2- + lrVmW. 

Entwickelt man die beiden Seiten dieser Gleichung nach Potenzen 
von z und vergleicht die Koeffizienten von z^fc^ go erhält man die 
gesuchte Bekursionsformel: 

A2« + 2k^(p) + Ä2fc-l^W^^ j(m) + A2m + l^W^ 
BURKHARDT, Funktionen. II. Zweite Aufl. 8 
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oder; 

Sie liefert der Beihe nach: 



r \ Am) i — n u 



J ^ — 1-^2-- Ml- Ä^)"* ■" 1-A^ ' 

l n»-2 ä2--3(1-ä*)^--1-'' (1_Ä^)(1-Ä*) 

USW.; endlich: 

ö .(1-ä2)(1-Ä^)...(1-ä2-) 

Diese Formeln zeigen^ daß man eine etwas einfachere Entwick- 
lung für die Funktion: 

^) 9^„w=n(i-Ä2'')-/;(^) 

y = 1 

erhält; setzt man nämlich: 

m. 

so wird: 

9) «(-> = Ä-»* j('»>n(i - A2-) = n(i - A''')-n(i - ä'-). 

r s= 1 r=sm — k + 1 vs=«» + Ä + l 

10) a/'»)=IJ(l -Ä2r). 

vssm + 1 

Für den ahsoluten Betrag dieser Koeffizienten a^^^ können wir leicht 
eine obere Grenze angeben; denn da das unendliche Produkt 

00 

II(i-ä2v) = ^^ 

V = 1 

(§ 32, 6) für I Ä I < 1 unbedingt konvergiert, jedes der Produkte a^^^ 
aber nur einen Teil der Faktoren dieses unendlichen Produkts ent- 
hält, so folgt, daß für alle Werte der Indizes k, m: 



11) 4"^ <a = n(i + i^i''') 



v = l 



ist. Man erkennt auch, daß man für jeden gegebenen Wert des 
Index li und jede gegebene Größe € ein M so bestimmen kann, daß: 

12) I flW - 1 I < 5 
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wird, sobald m> M ist. Andererseits haben wir aber in § 42 ge- 
sehen, daß die unendliche Reihe: 

00 

13) F{z) = 1 + 2^'*(^^* + ^"-') 

unbedingt konvergiert; infolgedessen kann man, wenn irgend eine 
positive Größe e, gegeben ist, K so bestimmen, daß: 

13a) ^\h^^[z'^^ + z'''^^)\ <6 

fc = if + 1 

wird. Wegen (11) wird dann auch: 



14) 2I«I"*^^''M^^* + ^"^*) I <««• 

* = i: + i 

(Natürlich hat diese Ungleichung nur für m > if eine Bedeutung.) 
Nachdem so K festgelegt ist, können wir ifso wählen, daß die Un- 
gleichung (12) für m > Jlf und für alle ä ^ JT besteht. Also können 
wir M auch so groß wählen, daß die Ungleichung: 

15) ^\{af ^\)h^i^{z^^ + z-^^)\ <8 

für alle m > M stattfindet. Dann folgt aus (13a), (14) und (15), daß: 

16) lF{z)-(pJz)\<e{2 + a) 

wird, sobald m> M ist; und zwar geht aus der Ableitung selbst 
hervor, daß man es so einrichten kann, daß diese Ungleichung in 
irgend einem abgeschlossenen Bereiche der Variabein h und z be- 
steht, der ganz im Innern des Konvergenzbereichs der Seihe (13) 
liegt. Diese Ungleichung (16) sagt also aus, daß die Funktion (p^{z) 
mit wachsendem m in jedem solchen Bereiche gleichmäßig gegen die 
Funktion F[z) konvergiert. Hält man andererseits die Gleichung (7) 
mit der Gleichung (1) zusammen, so sieht man, daß (p^{z) nichts 
anderes ist, als das Produkt der ersten m Faktoren des unendlichen 
Produkts: 

v = l 

Es folgt also, daß dieses Produkt unbedingt und gleichmäßig kon- 
vergiert (wie wir übrigens schon aus § 31 wissen) und daß sein 
Wert identisch ist mit dem der unendlichen Reihe F{z). Durch das 
Produkt haben wir in § 31 die Funktion a^u^ durch die Reihe in 
§42 die Funktion d-^iv) dargestellt; das Resultat der Untersuchungen 
dieses Paragraphen ist also die Gleichung: 

8* 
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17) t^3(») = e-2^.<».«'n(l _A2,)JJ(1 +Ä2,. 

V Ä 1 V a 1 


■ ^? (^i n 




oder mit Rücksicht auf § 32, (23): 






18) -l/^'^' y^i ^3«-2'^'"^'''<T2w. 







Durch Vermehrung der Argumente um Halbperioden lassen sich 
aus dieser Gleichung drei andere ableiten, die die drei anderen Theta 
mit den drei anderen Sigma in Beziehung setzen; nämlich: 



V n — Vi 



4 



20) ^2 (^) = ]/~ ^^ V ^ " ^ '^^ ^' '^^ ^1 «> 



8 



21) t?"! {V) = l/-^ ]/^^-2»7t<«.«Vw. 

(Am einfachsten erhält man diese Gleichungen aus (17), wenn man 
zunächst die in § 30 mit T bezeichneten Funktionen statt der a 
einführt) 

Was die Werte der in diesen Formeln auftretenden Wurzel- 
größen betrifft, so kann für ]/2gy/^ ein beliebiger Wert gewählt 
werden; unter den vierten Wurzeln aus den Differenzen der e sind 
dann diejenigen Werte zu verstehen, die sich für diesen Wert von 
y2ö>j/7r aus den Gleichungen (23) von § 32 ergeben. 



§ 48. Thetarelationen. 

Zwischen den Thetafunktionen mit Hauptcharakteristiken be- 
stehen Relationen, die wir mit Hilfe ihrer Ausdrücke durch die 
Sigmafunktionen aus den zwischen diesen bestehenden erhalten 
könnten. Wir können sie aber auch aus der Theorie der Theta- 
funktionen selbst ableiten, und zwar aus dem Hebmite sehen Satz 
(§ 40). Denn das Produkt aus einer Thetafunktion m*®' Ordnung 
mit der Charakteristik (^j, g^ und einer Thetafunktion n^^ Ordnung 
mit der Charakteristik (/e^, Ag) ist eine Thetafunktion [m + ri)^ Ord- 
nung mit der Charakteristik iSi + h^t g^ + h^. Da man nun, ab- 
gesehen von den niedersten Fällen, mehr als m + n solche Produkte 
mit derselben Charakteristik bilden kann, so lehrt der Hebmite sehe 
Satz die Existenz linearer Relationen zwischen ihnen kennen. Die 
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Koeffizienten dieser Relationen lassen sich dann a posteriori dadurch 
bestimmen, daß man in der zunächst mit unbestimmten Koeffizienten 
angesetzten Relation der Yariabeln nacheinander eine genügende 
Anzahl geeigneter spezieller Werte beilegt und die Koeffizienten 
aus den so entstehenden, in bezug auf sie linearen Gleichungen 
berechnet. 

Für den Fall m + n = 1 erhalten wir noch keine solchen Rela- 
tionen; denn es gibt zu jeder Charakteristik nur eine Thetafunktion 
erster Ordnung. Auch der Fall m + n = 2 liefert noch keine Rela- 
tionen, wenn die Charakteristik (y^ + h^, ff^ + ^s) von (0, 0) ver- 
schieden ist. Denn jede von (0, 0) verschiedene Charakteristik läßt 
sich nur auf zwei Arten als Summe zweier Hauptcharakteristiken 
darstellen (z. B. (0, 1) = (0, 0) + (0, 1) = (1, 0) + (l, 1) (mod. 2)); 
und die zugehörigen Produkte stehen, wie man aus ihren Nullpunkten 
sieht, zueinander nicht in konstantem Verhältnis. Dagegen läßt 
sich (0, 0) auf vier verschiedene Arten als Summe zweier Haupt- 
charakteristiken darstellen: 

(0, 0)^(0, 0) + (0, 0)^(0, l) + (0, 1) 

= (1, 0) + (l, 0)^(1, 1) + (1, 1) (mod. 2). 

Daraus folgt, daß die Quadrate der vier Thetafunktionen als Theta- 
funktionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik (0, 0) angesehen 
werden können; es können also höchstens zwei von ihnen linear 
unabhängig sein. Man sieht aber sofort, daß irgend zwei von ihnen 
wirklich linear unabhängig sind. Denn würde zwischen zwei Theta- 
quadraten eine homogene lineare Relation mit von v unabhängigen 
Koeffizienten bestehen, so würde daraus eine ebensolche Relation 
zwischen den betreffenden Thetafunktionen selbst folgen. Eine solche 
kann aber nicht existieren, da sie verschiedene Charakteristiken 
haben, also verschiedenen Funktionalgleichungen genügen. Durch 
zwei beliebige der vier Thetaquadrate müssen sich also die beiden 
anderen linear und homogen ausdrücken lassen, mit anderen Worten, 
es müssen zwei Relationen der folgenden Form bestehen: 

Setzt man in diesen Relationen v = und schreibt, wie es 
üblich ist, &a für i9'a(0), so findet man: 
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setzt man aber v = \t und berücksichtigt die Gleichungen § 45, 7, 
so findet man: 

Vg — *'2 ^0 > ^2 — *'4^0 • 

Die Relationen lauten also: 
1) A^&,'&,^{v) - t^.^VW + ^b'^iH^) = 0, 

Für die Bedeutung dieser Formeln ist es wesentlich, daß ihre 
Koeffizienten nicht Null sein können. Es gilt nämlich der Satz: 

I. Für keinen der Bedingung IF von § 14 genügenden Wert von r 
kann einer der drei Thetanullwerte &Qf ^^t ^s ^^^ Wert Nidl annehmen. 

Wäre nämlich einer dieser Werte gleich Null, so würde die zu- 
gehörige Thetafunktion für t? = von der zweiten Ordnung Null 
werden; denn sie ist nach § 44 (12) eine gerade Funktion, also 
t9''(0) = 0. Das stünde aber mit Satz IV von § 37 im Widerspruch. 

Übrigens erhalten wir aus der Gleichung (2), wenn wir in ihr 
r = -J- setzen und die Gleichungen (6) von § 45 benutzen, eine 
Relation zwischen den Thetanullwerten, nämlich: 

3) 1*3* = &,^ + &,\ 

Die zu Beginn dieses Paragraphen durchgeführten Überlegungen 
liefern außer den Relationen (1) und (2) noch eine große Menge 
weiterer; man kann sich aber auf folgendem Wege überzeugen, daß 
alle diese Relationen bereits aus (1) und (2) folgen. Zur Ab- 
kürzung werden: 

4) i9oW = ^. ^iM=y, ^A^) = z, &,[v)^w 
gesetzt; ferner: 

es wird dann identisch (d. h. auch wenn man x, y, z, w als voneinander 
unabhängig veränderliche Größen, betrachtet): 



w 



2 



= &-^B + ß^x^-a^y^. 



Infolgedessen kann man jede homogene rationale ganze Funktion 
der vier Variabein x^ y, z, w durch identische Umformung auf die 
Form bringen: 

5) F=M^Ä + M^B-\-f^ + zf^ + wf^ + wzf^, 

in der M^ und M^ homogene Funktionen aller vier Variabein, /j, 
/i» /s' /i ^^®^ solche Funktionen von x und y allein bedeuten. 
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Wenn nun eine solche Funktion die Eigenschaft hat, Null zu werden^ 
sobald man für die x, y, Zy w die Werte (4) setzt, so muß auch die 
Summe der vier letzten Glieder in (5) für sich Null werden, also 
eine Gleichung der Form f^ + z f^ + wf^ + w z f^ — Q bestehen. 
Würde man in dieseif Gleichung v das eine Mal durch 1 — v, das 
andere Mal durch 1 + r — t; ersetzen und die Gleichungen (5) von 
§ 45 berücksichtigen, so würde man schließen können, daß auch 

/i — ^/si + "'/s — "'^/i = und f^ + zf^ — vof^ - wzf^ = sein 
müßte. Elimination von z und w aus diesen Gleichungen würde 
/^/"^ — /'a/'g = 0, also eine homogene Relation zwischen &q{v) und 
19-^(17] allein ergeben; eine solche kann aber nicht bestehen. Also folgt: 

IL Jede homogene Funktion von vier Fariabelnj die Null wird, 
wenn man diese vier Variabein durch die vier Thetafunktionen mit 
Hauptcharakteristiken ersetzt^ läßt sich durch identische Umformung in 
die Gestalt M^Ä + M^B setzen; — und daraus: 

III. Jede homogene Relation zwischen den vier Thetafunktionen ist 
eine Folge der Relationen (1) und (2). 

Andere als homogene Relationen können zwischen den Theta- 
funktionen nicht bestehen. Denn homogene ganze Funktionen der 
Thetafunktionen von verschiedenen Dimensionen sind Thetafunktionen 
von verschiedener Ordnung, können sich also nicht gegeneinander 
wegheben. 

§ 49. Additionstheoreme der Tlietafiinictionen. 

Aus den in § 35 behandelten Additionstheoremen der Sigma- 
funktionen ergeben sich unter Benutzung der Formeln (17) bis (21) 
von § 47 entsprechende Theoreme für die Thetafunktionen. Aus 
der Theorie dieser letzteren selbst erhält man dieselben Theoreme 
durch folgende Überlegungen: 

I. Die Produkte x\ g^{u + v) ß-g^ g^ [u — v) sind als Funktionen 
von u betrachtet, Thetafunktionen zweiter Ordnung mit der Charak- 
teristik (0, 0); sie lassen sich also linear durch irgend zwei Theta- 
quadrate ausdrücken. Die Koeffizienten dieser Ausdrücke sind 
Funktionen von v\ man bestimmt sie, indem man für u nacheinander 
zwei geeignete Halbperioden setzt. Setzt man z. B. in der Relation: 

&^{u + v)ß'^[u - v) = A{v)ß^^u) + B{v)&^^[u) 

1 + T 

M = 0, 80 wird t9'i(m) = und man erhält Ä\ setzt man u = — ^ — , 
so wird 1^3 (w) = und man erhält B. So findet man: 

1) »z^»^{u + v)&,{u - i;) = &,'{?i)ß,'{v) + &,\u)&,^{v). 
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n. Die Produkte ß-g^ g^ {u + v) if^^ j,^ {u — v) sind als Funktionen 
Ton u betrachtet, Thetafunktionen zweiter Ordnung mit der Charak- 
teristik (^j + ^j ffs + ^s)« Jedes solche Produkt läßt sich also durch 
zwei Produkte zweier Thetafanktionen von u allein ausdrücken, mit 
Koeffizienten, die noch von v abhängen, z. B.: 

&,{u + v)&^[u - t?) = Ä{v)x\[u)&^[u) + B[v)&^{u)ß^^{u). 

9 

1 + T 

Setzt man hier m = oder = — - — , so findet man Ä\ setzt man 
u =^ \ oder u == —^ so findet man B. Das Resultat ist: 

+ ^, («) 1^3 («/) {^, [V) ^9•, (4 



2) 



§ 50. Die DifTerentiaigieichungen der Thetaquotienten. 

Daß die Quotienten je zweier Thetafunktionen algebraischen 
Differentialgleichungen erster Ordnung und zweiten Grrades genügen^ 
in denen die unabhängige Variable explizite nicht vorkommt, folgt 
aus der entsprechenden Eigenschaft der Sigmaquotienten (§ 34); 
Aus der Theorie der Thetafunktionen selbst gewinnt man diese Glei- 
chungen durch folgende Überlegungen: 

Der Differentialquotient einer Jacobi sehen Funktion nach dem 
Argument ist selbst keine Jacobi sehe Funktion, sondern verhält 
sich bei Vermehrung des Arguments um eine Periode so, wie es in 
§ 37 (10), (11) angegeben ist. Jene Gleichungen selbst zeigen aber, 
daß die Determinante: 

T^ («) T^ («) - T^ («) 2i' («) 

eine Jacobi sehe Funktion ist, wenn T^ und T^ irgend zwei Jacobi sehe 
Funktionen mit denselben Perioden I. und II. Art sind. Insbesondere 
ist die Determinante: 

1 ) ^9. 9. W ^\ K (») - »K h (») ö- V ,. {V) 

(in der die Akzente Differentiationen nach v bedeuten) eine Theta- 
funktion zweiter Ordnung der Charakteristik (^j + ^g, h^ + k^). Als 
solche läßt sie sich (vgl. § 49, 11) linear und homogen durch zwei 
Produkte je zweier Thetafunktionen ausdrücken; und da sie ent- 
weder eine gerade oder eine ungerade Funktion von v ist, so 
kann von diesen beiden Produkten nur das eine auftreten. So er- 
hält man z. B.: 
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2) ,9-, (r) &,' (r) - &, (r) »,' (v) = ^ «9-, W », (») 

oder: 

ov _d^ ^^W ^ ^v^ :^^ ^,(g) 

Der hier auftretende von v unabhängige Faktor läßt sich yer- 
einfachen, wenn man die in § 47 aus der Theorie der Sigmafunk- 
tionen abgeleiteten Ausdrücke der Thetanullwerte benutzt. Unab- 
hängig von dieser Theorie läßt sich eine solche Vereinfachung durch 
folgende Überlegungen erzielen: 

Dififerentiieren wir die beiden Seiten der Gleichung (2) noch 
zweimal nach v, so erhalten wir: 

= ^' t*2 (") »," W + 2 ^,' (r) *,' (r) + d-," {V) .9-3 («)] ; 
und wenn wir hierin v == setzen : 

^1 _ ^0 , ^% I ^» 

^1 Tu^o ^2 ^8 

Ersetzen wir in dieser Gleichung vermöge § 42, (12) zwei 
Differentiationen nach v durch eine solche nach t, so geht sie über in: 

d]og&,' flglog(;»o ^,^s) 
dt dj 

Es muß also: 

4) ^,'^C &,&,&, 

sein, wo C eine auch von r unabhängige Konstante bedeutet. Durch 
Vergleichung der AnfangsgHeder der Reihenentwicklungen nach 
Potenzen von h findet man: 

5) C^n. 

§ 51. Partialbruchzerlegung der elliptischen Funictionen III. Art 

von positiver Ordnungszahl. 

Nachdem wir nunmehr die Theorie der Jacobi sehen Funktionen 
zu einem gewissen Abschluß gebracht haben, kehren wir wieder zur 
allgemeinen Theorie der elliptischen Funktionen III. Art zurück, 
indem wir zunächst den Satz beweisen: 

L Jede elliptische Funktion IIL Art läßt sich als Quotient zweier 
jAcoBischen Funktionen darstellen. 
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Denn: wir können immer eine Jacobi sehe Funktion wi*«' Ordnung 
mit denselben Perioden I. Art wie die vorgelegte Funktion bilden, 
die in allen Polen der vorgelegten Funktion Null wird; nämlich, 
wenn t{u) eine Jacobi sehe Funktion I. Ordnung mit diesen Perioden 
und der Charakteristik (1, 1) bedeutet und b^, b^, •••,*„ die Pole 
sind, das ProdukTb: 

1) t{7i — b^) t{u — ^2) . . . t{u — ij. 

Das Produkt aus dieser Funktion in die gegebene ist dann nach 
§ 37, V ebenfalls eine elliptische Funktion III. Art, und zwar, da 
sie keine Pole mehr hat, eine jAOOBische Funktion, w. z. b. w. 

Wenn wir auch die im Zähler stehende Jacobi sehe Funktion 
in der Form (1) darstellen, erhalten wir eine Darstellung der ellip- 
tischen Funktionen III. Art als Quotienten von Produkten von 
Jacobi sehen Funktionen L Ordnung, von der die in § 22, II und 
§ 28, VII gelehrten Darstellungen der elliptischen Funktionen I. und 
n. Art spezielle Fälle sind. 

Andererseits gelangen wir auch zu einer Partialbruchzerlegung 
der elliptischen Funktionen IIL Art durch eine Verallgemeinerung 
der Untersuchung von § 43. Bezeichnen wir die Funktion r^« mit 
x{z), so sagt die Gleichung (5) jenes Paragraphen aus: die Funktion: 

+ 00 

2) 0„(z) = ^h^p'z^^Pz{hP z) 

p= -CO 

hat die Eigenschaft, daß: 

ö« (^ ^) = 2 ^"^' + ^"^ ^^""^ ;ir (Ä^ + ^ z) 

JJ SS — 00 



3) 



+ 00 
= 2 ^'**^^ " ^^* + 2n(i» - 1) g2nip - 1)^ ^^p z) 

p — — 00 



= A-";r-2«0 (z). 



ist. Wie man sieht, ist diese Eigenschaft einer Summe der Form (2) 
von der speziellen Natur der Funktion x ga-iiz unabhängig; der 
Beweis setzt von ihr nichts weiter voraus, als daß sie eindeutig und 
so beschaffen ist, daß die Reihe konvergiert. Das letztere ist sicher 
dann der Fall, wenn man sowohl fdr lim 2: = 0, als für lim 2: = cx) 
je eine Zahl M und einen Exponenten r so bestimmen kann, daß: 

4) lim ?^ = i¥ 

%^ 

ist. Denn dann ist: 
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der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder der Reihe kon- 
vergiert also, wenn n positiv ist, gegen Null, und zwar gleichmäßig 
in jedem Gebiet, das keinen der Punkte Null und oo enthält. Für 
lim /? = — 00 gilt entsprechendes. 

Insbesondere ist diese Bedingung erfüllt für jede rationale 
Funktion. Verstehen wir unter x[^) ^^^ solche Funktion, die zu- 
gleich eine gerade Funktion von z ist, also eine rationale Funktion 
von z^y X W = Xi [^\ 80 stellt die Reihe (2) eine mit. der n^ Potenz der 
fundamentalen Thetafiinktion gleichändrige Funktion von v dar, die 
überall bis auf Pole regulär ist; jeder Pol der rationalen Funktion Xi 
gibt nämlich zu einem Pol dieser Funktion in jedem Perioden- 
parallelogramm Veranlassung. Wir werden also insbesondere eine 
Funktion dieser Art erhalten, die in jedem Periodenparallelogramm 
nur einen und zwar einfachen Pol hat, wenn wir für X\ W eine ge- 
brochene Funktion I. Grades nehmen. So werden wir dazu geführt, 
als Elementarfunktion IIL Art die folgende zu benutzen: 

indem wir nämlich, ebenso wie: 



um w nx 



6) e 2"! = z, auch ^ 20,4 ^ ^ 

setzen. Diese Funktion, als Funktion von u betrachtet, genügt den 
Funktionalgleichungen § 43, (1], (8); sie hat die Punkte: 

M = tr + 2 Äj cöj + 2 Äj ß?3 

zu einfachen Polen. In den Punkten m = m? + 2*^ Wj, z^ = f^ ist 
ihr Residuum, wenn man sie als Funktion von z^ betrachtet: 

da in der Umgebung eines solchen Punktes: 

ni 

ist, so folgt, daß sie, als Funktion von u betrachtet, in einem 
solchen Punkt das Residuum 1 hat. In den Punkten u = lo + 2h^(x)^ 
+ 2ÄjCk>5, 2:^ = A2*«J2 \^2ii sie als Funktion von z'^ das Residuum: 

— A - « *»(*« - 2) ^- 2n Jt, + 2 



z^-^^^^^[u-w)+ ... 
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also als Funktion von u betrachtet, das Residuum: 

7) Ä-»Vj-2nÄi. 

Da diese ßesiduen jedenfalls endlich und von Null verschieden 
sind, so kann man durch Differentiation von F{u, w) nach dem 
zweiten Argument, das in den Funktionalgleichungen sonst nicht vor- 
kommt, Funktionen erhalten, die denselben Funktionalgleichungen 
genügen und die im Periodenparallelogramm auch nur an je einer 
Stelle, an dieser aber bezv^. von der zweiten, dritten .... Ordnung 
unendlich groß werden. Z. B. ist die erste dieser Funktionen: 

Nun gilt der Satz: 

IL Aus diesen Funktionen und den Funktionen qp« W '^on § 43 läßt 
sich jede reduzierte elliptische Funktion III, Art von u mit positiver 
Ordnungszahl und der Charakteristik (0, 0) linear und homogen mit 
von u unabhängigen Koeffizienten zusammensetzen. 

Denn man kann aus diesen F{u) und ihren Ableitungen immer 
eine Funktion bilden, die an denselben Punkten des fundamentalen 
Periodenparallelogramms und in derselben Weise unendlich groß 
wird, wie die vorgelegte; die Differenz zwischen beiden Funktionen 
ist dann eine Thetafiinktion n*®' Ordnung der Charakteristik (0, 0), 
also nach § 43 eine lineare Verbindung der qr«. 

Setzt man für die F und die qp die sie darstellenden Reihen 
und faßt entsprechende Glieder dieser Reihen zu je einem zusammen, 
so erhält man jede reduzierte elliptische Funktion III. Art der Charakte^ 
ristik (0, 0) dargestellt durch eine Heike der Form (2), in der x ^^^^ 
rationale Funktion von z ist. 



§ 52. Eigenschaften der Elementarfunktionen III. Art als Funktion 

ihres zweiten Arguments; Partialbruchzerlegung der elliptischen 

Funktionen III. Art von negativer Ordnungszahl. 

Die Funktion F(u, w) ist bei gegebenem u nach I B, § 50, 1 eine 
eindeutige analytische Funktion ihres zweiten Arguments w, die für 
alle endlichen Werte von w sich regulär verhält mit Ausnahme der- 
jenigen, für welche J^ gleich einem der Werte von h^^z^ wird, d. h. 
mit Ausnahme der Werte: 

1) w = u + 2k^G)^+2k^G)^ (Äj, A3 = 0, ±1, ± 2 . . .). 
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In diesen Punkten hat sie Pole L Ordnung; die zugehörigen 
Residuen sind, wenn man sie als Funktion von ^ betrachtet: 

«. fLl/4«k,«;j2nk,/^n*, 

als wenn man sie als Funktion von to betrachtet (da -j^ = — ^ ist) 

^ dW G)i ' 

Vermehrt man w um 2(o^, so bleibt ^ ungeändert^ man 
hat also: 

3) F{u, t£? + 2 (öj = F{u, w). 

Vermehrt man aber to um 20)3, so geht ^ in h^^^ über; man 
erhält also zunächst: 

F{u, w + 2 «3) = ^ '^h^p'z^^p ^ 



oder wenn man den Summationsbuchstaben p durch ^ + 1 ersetzt: 

^i pdrioo h^^ *« - ^ 

Man erhält also: 

F[u, t£? + 2 0)3) - h''C^''F{u, w) 

•^ +00 j,2np^2n v2n 



2«ipi^oo ä2j>^j_js 



+ 00 



^^1 p=-00 

oder mit Berücksichtigung von § 43 (5): 

Die einzelne Funktion F{u, w) ist also, als Funktion ihres zweiten 
Elements betrachtet, keine elliptische Funktion III. Art; aber eine 
Summe solcher Funktionen kann eine elliptische Funktion IIL Art 
sein. Es gilt nämlich der Satz: 

I. Die Summe: 

5) 2A^K. «') 

k 

ist eine elliptische Funktion IIL Art von w, mit der negativen Ordnungs- 
zahl — w, wenn die Koeffizienten Aj^ den n Relationen genügen: 
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6) 2 ^4 «iPa (y^) = (« = 0,1,2...«-!). 

In diesen Relationen sind die Aj^ die Residuen der Funktion in den 
Polen Uj^, \ 

Man überzeugt sich nun^ daß in jeder reduzierten elliptischen 
Funktion III. Art mit negativer Ordnungszahl und der Charak- 
teristik (0, 0) die Residuen solchen Relationen genügen müssen.' 
Ist nämlich (p {u) eine solche Funktion von der Ordnungszahl — n, 
9P^(m/2o)j) eine der Funktionen des § 43, so ist das Produkt ^(p„ 
eine elliptische Funktion I. Art, für die eine der Gleichungen (6) 
den Satz von der Summe der Residuen (§ 14) ausdrückt. 

Andererseits muß eine elliptische Funktion III. Art von nega- 
tiver Ordnungszahl, die keine Pole hat, notwendig identisch Null sein. 

Aus diesen beiden Tatsachen folgt: 

IL Jede reduzierte elliptische Funktion III, Art von negativer 
Ordnungszahl und der Charakteristik (0, 0) läßt sich in der Form (5) 
darstellen. 

Auf Grund der Sätze § 37, VII und § 39, IV lassen sich die 
Sätze dieses und des vorhergehenden Paragraphen auf beliebige 
elliptische Funktionen III. Art übertragen. 



SECHSTEE ABSCHNITT. 
Das TJinkehrproblem. 

§ 53. Allgemeine Grundlagen für die Lösung des Umkehrproblems. 

Nunmehr können wir die am Schlüsse des ersten Abschnitts 
fallen gelassene Fragestellung wieder aufnehmen. Wir denken uns 
eine zweiblättrige BiEMANNSche Fläche mit vier willkürlich an- 
genommenen Verzweigungspunkten vorgelegt und fragen, ob es stets 
möglich ist, die auf dieser Fläche eindeutigen algebraischen Funk- 
tionen von Zj insbesondere z selbst und y/'(^)> als elliptische Funk- 

^ Die Sätze des Textes gelten in dieser Form nur, wenn alle Pole einfach 
sind; die Übertragung auf den Fall mehrfacher Pole bietet keine prinzipielle 
Schwierigkeit. 



§ 53. Allgemeine Grundlagen für die Lösung des ümkehrproblems. 127 



tionen (I. Art) des Wertes darzustellen, den das zu der Fläche ge- 
hörende Integral I. Gattung im Punkte z annimmt. 

Wir denken uns wieder die vorgelegte Fläche durch geeignete 
Schnitte in eine einfach zusammenhängende verwandelt; dann 
müssen wir vor allem untersuchen, ob die Periodizitätsmoduln des 
Integrals: 

an diesen Schnitten nicht etwa ein reelles Verhältnis zueinander 
haben. Dazu bedienen wir uns des IB, §46, XIII bewiesenen 
Hilfssatzes. Setzen wir nämlich: 

2) M =3 v + iw, 

wo also V und w reelle Größen bedeuten sollen, so können wir den 
Wert des Integrals fvdw, genommen um die gesamte Begrenzung 
der durch die Schnitte einfach zusammenhängend gemachten Riemakn- 
schen Fläche, folgendermaßen durch die reellen und rein imagi- 
nären Bestandteile der Periodizitätsmoduln von u ausdrücken. 

Wir haben in § 4 bereits festgesetzt, der positive Sinn der 
Schnitte A, B solle so gewählt werden, daß A den B von links nach 
rechts überschreitet. Sind dann a^ + a^ i und b^ + b^ i die Periodi- 
zitätsmoduln von u =^ V + wi an diesen Schnitten, so finden wir,, 
analog wie in § 6: 

ivdw^ [vdw'{- Ivdw— Ivdw-^ Ivdwy 

^x ^K ^e Sg 

= j (v;. — VQ)dw + J{vx - VQ)dw, 

Ä B 

= 05^1 dw + b^ i dw =a flj ^2 ~~ ^1 ^2 • 

A B 

Aus IB, § 46, XIII folgt also, da u nicht auf der ganzen 
Fläche konstant ist: 

3) öj b^ ^ b^a^y 0. 

Dadurch ist nicht nur der Satz bewiesen: 

L Die beiden Periodizitätsmoduln eines elliptischen Integrals L Gat'- 
tung stehen niemals in einem reellen Verhältnis zueinander — 

sondern es ist darüber hinaus auch noch gezweigt: 

II. Wenn wir den positiven Sinn der Schnitte A, B so wie in 
§ 6y VI geschehen, festlegen und dann die Periodizitätsmoduln an diesen 
Schnitten mit 2(o^ und 2rjo^ bezeichnen, so erfüllen diese Perioden 
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gerade die § 14, IV eingeführte und seitdem stets festgehaltene Voraus- 
setzung , daß der imaginäre Teil des Periodenverhältnisses (o^jco^ 
positiv sei. 

Wir können also in der Tat mit den so bestimmten Werten* 
als Perioden nach den Methoden der Abschnitte H bis V elliptische 
Funktionen von u bilden. Von einer solchen Funktion tp {v) kann 
dann gezeigt werden^ daß sie, als Funktion von z betrachtet, auf 
der RiEMANN sehen Fläche von s = ^f^ [z] eindeutig und bis auf Pole 
regulär, also nach § 4, V eine rationale Funktion von z und s ist. 
Denn einerseits ist u in der Umgebung jedes Punktes der Fläche 
regulär (§ 7, I), andererseits ist q){u) nach Definition (§ 13, II) eine 
bis auf Pole reguläre Funktion von u\ also ist es auch auf der 
Fläche bis auf Pole regulär (vgl. I B, § 33, VII). Daraus allein würde 
nun noch nicht folgen, daß es auch auf der Fläche eindeutig ist; 
aber man überzeugt sich davon durch folgenden Schluß: Beschreibt 
z irgend einen geschlossenen Weg auf der Fläche, der die Schnitte 
Ä und B bezw. k^ mal und k^ mal von links nach rechts über- 
schreitet, so vermehrt sich u um 2k^(o^ + 2 Äg (»3 ; dabei kehrt aber 
9(m) zu seinem Ausgangswerte zurück, da es doch eine eindeutige 
doppeltperiodische Funktion von u mit den Perioden 2 co^ und 2 tt^g 
sein sollte. Damit ist in der Tat der Satz bewiesen: 

III. Jede elliptische Funktion L Art des Integralwertes u, deren 
Perioden mit den Periodizitätsmoduln des Integrals übereinstimmen , ist 
eine rationale Funktion von z und s. 

Wenn wir aber die Umkehrung dieses Satzes beweisen, d. h. 
wenn wir zeigen wollen, daß jede rationale Funktion von z und s, 
insbesondere z und s selbst, sich als elliptische Funktion von u dar- 
stellen läßt, so gibt dazu die Untersuchung der elliptischen Funk- 
tionen I. Art selbst noch nicht die Mittel; wir müssen sie dazu 
notwendig als Quotienten zweier ganzen Funktionen darstellen. 
Denn für eine ganze Funktion haben wir in dem Residuensatz ein 
Mittel, um festzustellen, wie oft sie in einem gegebenen Bereich 
einen gegebenen Wert annimmt. "Solche ganzen Funktionen lassen 
sich, wenn man ihre Nullpunkte kennt, nach I B, § 65 als unendliche 
Produkte darstellen; und man bekommt die einfachste Darstellung 
«iner bis auf Pole regulären Funktion als Quotient zweier ganzen 
Funktionen, wenn man in jene Produkte nicht mehr Exponential- 
faktoren aufnimmt, als zur Erzwingung der Konvergenz erforderlich 
sind. Dann wird man aber gerade darauf geführt, die elliptischen 
Funktionen als Quotienten je zweier gleichändrigen Jacobi sehen 
Funktionen darzustellen. 
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§ 54. JACOBische Funktionen des Integrals I. Gattung. 

Es sei also T{u) irgend eine jACOBische Funktion w*®' Ordnung 
von u, deren Perioden I. Art mit den Periodizitätsmoduln von u 
übereinstimmen. Da u in der „zerschnittenen" Fläche F' eindeutig 
ist und T eine eindeutige und reguläre Funktion von u ist, so folgt 
zunächst, daß T{u) auf F' eindeutig und in dem §4,1 definierten 
Sinne regulär ist. Infolgedessen gibt der Caucht sehe Satz von den 
Anzahlen der Nullpunkte und der Pole (IB, § 46, IV) direkt die 
Anzahl der Nullpunkte von T{ii) auf der Fläche Fj wenn wir das 
Integral: 

r 1 dT(u) , _ r r (u) du , 

Jt(w) dx J T{u) d% ^^' 

um deren gesamte Begrenzung berechnen. Das gelingt aber ohne 
Schwierigkeit. Denn längs A ist (§ 6, VIII): 

WA = w^ + 2röj, • 



also: 



Tu\ [Tu 



Tu h, V Tu 



j — 2 ;r zrt'j ; 

/Q 



ebenso längs JB: 



T'u\ (Tu\ o • 



u 



Der andere Faktor du/ dz hat auf beiden Seiten der Schnitte 
denselben Wert Der Wert des Integrals wird also (vgl. § 19, 13): 

= — 2 7tia^ \du — 2nia^\d 

A B 

oder (nach § 6, VIII): 

= 4 ;r 2 (flg ß>j — flj cög) = 2 ;r i,n 

(nach § 37, 9). Es gilt also der Satz: 

I. Jede JACOBische Funktion /i'*** Ordnung des Integrals L Gattung u, 
deren Perioden L Art mit den Periodizitätsmoduln dieses Integrals über^ 
einstimmen, hat auf der zerschnittenen RiEMANNSchen Fläche F' gerade 
n Nullpunkte, 

Da nun der Quotient zweier gleichändrigen Jacobi sehen Funk- 
tionen n^"^ Ordnung eine elliptische Funktion w*®"^ Ordnung ist (§37, VI) 
und da wir andererseits unter einer Funktion w*®' Ordnung der 

BuBKHARDT, Funktionen. II. Zweite Aufl. 9 
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Fläche eine solche verstanden haben, die auf ihr n Nullpunkte und 
also auch (§ 5, IV) n Pole hat, so können wir aus dem Satz I die 
folgende nähere Präzisierung des Satzes § 53, HE ableiten: 

IL Jede elliptische Funktion L Art n'**" Ordnung des Integrals 
L Gattung u, deren Perioden mit den Feriodizitätsmoduln des Integrals 
übereinstimmen, ist gleich einer Funktion n^ Ordnung der zugrunde 
gelegten RjEMAimschen Fläche, 

Wenn wir mit diesem allgemeinen Satz uns nicht begnügen 
wollen, sondern eine vorgelegte elliptische Funktion explizite als 
Funktion der Fläche darstellen wollen, so können wir sie uns ent- 
weder in der Form des § 24 oder in der des § 22 gegeben denken. 
Im ersten Fall müssen wir die Punkte der Fläche kennen, die den 
Polen der Funktion entsprechen, im letzteren Falle auch noch die 
den Nullpunkten entsprechenden. Die allgemeine Lösung dieser Auf- 
gabe ist natürlich identisch mit der allgemeinen Lösung des Umkehr- 
problems selbst, so daß durch diese Formulierung zunächst nichts ge- 
wonnen ist. Wir können die hieraus entspringende Schwierigkeit 
auf doppelte Weise überwinden. Wir können einmal davon Gebrauch 
machen, daß es uns noch freisteht, die untere Grenze des Integrals 
beliebig zu wählen. Nehmen wir also eine Funktion mit nur einem 
Pol im Periodenparallelogramm (der dann ein mehrfacher sein muß), 
so können wir diesem einen beliebigen Punkt der Fläche entsprechen 
lassen; da eine solche Funktion durch Angabe der Glieder negativer 
und nuUter Ordnung ihrer Reihenentwicklung tollständig bestimmt 
ist, brauchen wir in diesem Fall für keinen weiteren Wert von u 
den zugehörigen Flächenpunkt vor Aufstellung der Formeln zu 
kennen. Andererseits aber können wir auch, wenn wir die untere 
Grenze in einen Verzweigungspunkt legen, für gewisse spezielle Werte 
von tt, nämlich für die Halbperioden, direkt die zugehörigen Flächen- 
punkte bestimmen. Der erste Ansatz führt auf die Lösung des 
Umkehrproblems durch p u und jp'ti, der zweite auf die Lösung durch 
Sigma-, bzw. Thetaquotienten. 



§ 55. Darstellung von pu und p'u als Funktionen der Fläche. 

Legen wir die untere Grenze des Integrals in einen willkürlichen 
Punkt (y, ^ f[y)) der Fläche, setzen also: 



1) «=/ 
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80 wird z. B. p u eine Funktion von x sein, die für ar s=s yi von der 
zweiten Ordnung, sonst aber nirgends unendlich wird, und die außer- 
dem dadurch charakterisiert ist, daß ihre Entwicklung nach Potenzen 
von u kein von u freies Glied enthält. Eine solche Funktion können 
wir auf algebraischem Wege bilden; dabei setzen wir der Einfachheit 
wegen zunächst voraus, daß y im Endlichen liege und kein Ver- 
zweigungspunkt sei. Wir haben schon in § 4^ III gesehen, daß 
wir jede rationale Funktion von x und '^f{x) in der Form darstellen 
können: 

in der g^^ g^, g^ rationale ganze Funktionen von x allein bedeuten. 
Wenn hier g^ {x) für einen von y und den Yerzweigungspunkten ver- 
schiedenen Punkt I Null würde, würde die Funktion entweder für 
{^-^lim^ ^ffW) oder für {x = |, lff{^) ^ - ^fJÜ) unendlich, 
wenn nicht sowohl g^[lt) + 9A^)YM)^ als auch ü'od) -^itDVAl) 
Null sind. Dann müßten aber g^ (|) und ^^ (|) }7Xl) NuU sein ; man 
könnte also mit x — | heben. Wenn ferner der Nenner für einen 
Verzweigungspunkt u Null würde, müßte ^o(a) = sein; der Zähler 
würde dann, auf der Fläche gerechnet (§ 4, II), nur von der ersten 
Ordnung 0, der Quotient also unendlich, wenn nicht auch g^ [a) = 
wäre; dann könnte man aber mit x ^ a heben. Setzen wir also, 
wie wir dürfen, voraus, daß gemeinsame Faktoren von Zähler und 
Nenner bereits beseitigt seien, so muß sich der Nenner auf (:r — y'f 
reduzieren. Femer müssen wir dafür sorgen, daß die Funktion für 
^ = cx) auf beiden Blättern endlich bleibt; daraus folgt, daß g^(3^ 
höchstens vom 2. Grad und g^ von x unabhängig sein muß. Endlich 
müssen wir noch dafür sorgen, daß die Funktion für ar = y, 
'^f\x) = — ^f{y) nicht unendlich wird ; dazu ist erforderlich und hin- 
reichend, daß der Zähler in diesem Punkt von der zweiten Ordnung 
wird, daß also nicht nur: 



sondern auch: 



d% 



^ Eine solche Gleichung soll jedesmal bedeuten, daß nicht nur die Va- 
riable X den Wert y erhält, sondern auch der mit y fi^) bezeichnete Wert der 
Quadratwurzel mit yfiy) (nicht mit dem entgegengesetzten Wert) zusammenfällt. 

9* 
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wird. Setzen wir also: 

ffo W = Ai^- y? + 4 (^ - y) + ^2 j 

80 sind Ä^^ A^, A^, g^ Funktionen Ton y, zwischen denen wir bis 
jetzt die Gleichungen haben: 



3) ^2-yiy7(y) = o, 

4) ^, - ^ 4M. = 0. 

Zur weiteren Bestimmung dieser Funktionen ziehen wir nun 
noch die Eigenschaft der Funktion pu heran ^ daß in ihrer Reihen- 
entwicklung nach Potenzen von u auf das Glied w^ sogleich 
Glieder mit positiven Exponenten folgen. Infolgedessen muß die 
Entwicklung der Funktion (2) nach Potenzen von x — y = t in den 
Gliedern (— 2)*", (— 1)*«' und 0**' Ordnung übereinstimmen mit der 
entsprechenden Entwicklang von w\ Die letztere erhalten wir 
aus § 7 (7); schreiben wir zur Abkürzung f, f, f far f[y), f{y\ 
f'{y)t so lautet sie: 

die erstere wird (vgl. § 7, 5): 

Man erhält also zu den zwei Gleichungen (3) und (4) noch die 
drei weiteren: 

6) ir = A + iffiff> 

Aus (3) und (5) folgt: 



aus (4) und (6) dann übereinstimmend: 

A = ir(y). 

endlich aus (7): 
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Somit erhalten wir: 

y 
mit: 

Man sieht, daß diese Funktion^ uDgeändert bleibt, wenn man 
X und y vertauscht; wie es sein muß, da die übrigen Bestandteile 
der Gleichung (8) diese Eigenschaft haben. 

Wir hatten Torausgesetzt, daß y im Endlichen liege und kein 
Verzweigungspunkt sei, können uns jedoch von diesen Einschrän- 
kungen nachträglich frei machen. Denn beide Seiten bleiben stetig, 
wenn y in einen der ausgeschlossenen Funkte r&ckt; wir können 
also den Grenzübergang ausführen. Wir erhalten so einmal: 



OB 



1 0) p (/r^) = i K ''^ + ^a,x + a, + ^f[x) ^a,] 



00 



(das Vorzeichen von ]/ä^ unterscheidet die Punkte oo der beiden 
Blätter). Lassen wir andererseits y in einen Verzweigungspunkt a 
rücken, so ist f[a) = 0; wir können daher auch F[xy a) iu die 
Form setzen: 

+ 2 Ö3 (ar + a — 2 a). 

Wir können also in diesem Falle mit [x — a) dividieren (wie 
es sein muß) und erhalten die Gleichung: 



11) 



X 

(x 4- 2a) + o, (05 + 5of) + 203 



/ r dx \ ^ Oq «* (a; + «) 4- 2 Ol g 



2 (a? - a) 



In ganz analoger Weise könnten wir nun auch p' u ausdrücken 



^ J^ {Xy y) ist bis auf einen Zablenfaktor diejenige Funktion, die man in 
der Invariantentheorie als zweite Polare von f(x) zu bezeichnen pflegt. 
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Wir kommen aber einfacher zum Ziele, wenn wir den gefundenen 
Ausdruck differentiieren. Wir erhalten: 

vj yf(x)i dx 
^ _ F{x, y) + Ym Vfiy) , Vm 

Der Koeffizient von "(//'(y) in der Klammer ist:^ 

^(^* y) = y K*^ + 3 «1 ^* + 3 flj ar + flj) 
+ (öj ar' + 3 Cj ar* + 3 äj ar + aj; 



der Koeffizient von '^f{x) muß aus ihm durch Vertauschung von x 
mit y hervorgehen, da p'u bei Yertauschung von x mit y sein 
Zeichen wechselt; man erhält also: 



y 



speziell für y = oo : 



» 



13) p' (/r&) = K* + «i)yA') + K*' + Qa,x* + 3a,* + o,)]/^ 



00 

und für y = cc: 

X 



a 

Die Formeln gelten auch für den Fall, daß die Funktion unter 
dem Wurzelzeichen nur vom dritten Grade ist;^ man hat hier 



^ Die erste Polare von f(x)f genommea nach y, in der Sprache der 
Inyariantentheorie. 

* Will man (vgl. die vorhergehenden Noten) in diesem Falle die Polaren 
bilden, so hat man f{x) nicht als eine Funktion 3. ö-rades zu behandln, sondern 
als eine Funktion 4. Grades, deren erster Koeffizient ist. 
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» 



einfach a^ = zu setzen. Es wird dann p f 1 -y=\ eine ganze 

lineare Funktion von x. Nimmt man insbesondere an, die Funktion 
unter dem Integralzeichen habe die spezielle Form, die in der Glei- 
chung (9) von § 18 aufgetreten war, es sei also: 

«0 = 0, flj = 1, Og = 0, 

80 erhält man direkt: 

00 00 

Man kann nun auch Ausdrücke von ff^ und y, durch die Koef- 
fizienten Yon f ableiten, indem man die durch Elimination von x 
entstehende Gleichung zwischen p und p mit § 18, (6) vergleicht. 
Mit den allgemeinen Ausdrücken (8) und (12) würde diese Bechnung 
ziemlich umständlich sein; aber da die Existenz und die Form der 
gesuchten Relation bereits feststeht und es sich nur noch um die 
Bestimmung ihrer Koeffizienten handelt, können wir x und y irgend- 
wie spezialisieren. Setzen wir z. B., 'wie schon in (10) und (13) ge- 
schehen, y = 00 und dazu noch x = 0, so erhalten wir: 

/^' = «1 y«4 + s y^ ' 

also: 

/« - 4p^ = a^öj* - l«o«2«4 + «i^«4 - iV 

+ i y «0 «4 (- flo «4 + ^ «1 S - 3 a^\ 
Dieser Ausdruck muß also gleich 

sein, und zwar muß diese Gleichung für jeden der beiden Werte 
der Quadratwurzel bestehen. Man erhält so: 

16) 5^2 = «0 ^4 - ^ ^1 ^s + ^ S^ 

17) ffs = «0 «2 «4 - «0 «3^ - «1*04 + 2 ö^ a^ flj - flj». 

Eine besonders einfache Formel ergibt sich noch, wenn man: 

X ^ 

iqV C dx r dx 

J Yfix)' J yf(x) 
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setzt und nan pu — pv als Funktion von x und | darstellt Man 
erhält aus (11): 

21) pu -- pv = if (a){ z } = — i ; ' t, — ^• 



§ 56. Darstellung der Sigma- und Thetaquotienten 

als Funktionen der Fl&che. 

Eine andere Art* elliptische Funktionen von u als rationale 
Funktionen von z und '^ f(z) darzustellen, erhalten wir, wenn wir 
folgenden Umstand berücksichtigen: Für gewisse Werte yon u können 
wir die zugehörigen Werte von x unmittelbar angeben, wenn wir 
die untere Grenze in einen Verzweigungspunkt legen: nämlich für 
die halben Perioden. Denn wir wissen einerseits aus § 18, p. 47, 
daß p'u dann und nur dann gleich wird, wenn u gleich einer 
halben Periode wird. Andererseits zeigt Gleichung (14) Ton §65, 



X 



daß p'(/) Null wird in den von a verschiedenen Verzweigungs- 

a 

punkten. Diese Überlegung gibt uns noch keinen Aufschluß darüber, 
welche Halbperiode zu jedem* einzelnen Verzweigungspunkt gehört; 
und in der Tat kann darüber auch keine Auskunft gegeben werden, 
solange über die Wahl der Schnitte auf der Riemank sehen Fläche 
noch nichts verfügt ist Wir müssen also jetzt darüber Verfügung 
treffen; wir wollen folgendes festsetzen* (vgl. Fig. 26): 

I. Die Übergangslinien sollen a^ mit a^ und a^ mit a^ verbinden^ 
ohne sich zu überkreuzen] der Schnitt B soll im ersten Blatt liegen 

und in ihm a^ und a^ von a^ und a^ 
4^ A < — B trennen; sein Bichtungssinn soll so fest' 

, ^ gelegt sein, daß a^ und a^ links, a^ und 

a^ rechts von ihm liegen; A soll a^ und 
Fig. 26. a^ von a^ und cc^ trennen j also beide 

Übergang siinien überschreiten, und . sein 
Richtungssinn soll übereinstimmend mit der Festsetzung § 6, FI fest- 
gelegt sein. 

Wir können nan die Schnitte bis dicht an die Übergangslinien 
heran zusammenziehen. Es erscheint dann Ä als ein Weg, der von 




^ Darch die getroffenen Festsetzangen wird erreicht, daß in den Formeln 
(7) bis (9) die Indizes der Theta mit denjenigen der korrespondierenden Ver- 
zweigungspunkte übereinstimmen. — Man beachte übrigens, daß über die 
Numerierung der Verzweigungspunkte nichts festgesetzt wird. 
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a^ im ersten Blatt nach a^ hin, im zweiten Blatt nach a^ zurück- 
führt, B als ein Weg, der rechts von der Übergangslinie cc^ a^ von 
a ^ nac h a^ hin, links von ihr nach a^^ zurückführt Bezeichnen wir mit 
yt\z) den Wert, den die Quadratwurzel im ersten Blatt links von 
der Linie cCqU^ cc^ hat und beachten, daß längs (x^a^^ der Wert 
im zweiten Blatte, längs a^ a^ der Wert auf der anderen Seite 
der Übergangslinie der entgegengesetzte ist, so erhalten wir aus 
§ 6, VIII: 

^^ "" J VW) J "VW) "" J VW) ' 



2ö>c 



VW) ^ - Vfi^) J vm 



«0 öl Ol 

dx 



also: 



= f_^ + f J^^ = _ 2 f 

fll Oo Oo 



O« Oo 

d% C dx 



-. C dx C dx 

Ol «1 

Ebenso können wir aber auch die Schnitte über die Kugel hin 
iedesmal bis zu den beiden anderen Yerzweigungspunkten zusammen- 
ziehen; wir erhalten dann: 

<H o, 

dx C dx 



«0 o« 

Wir erhalten daraus noch: 

«8 O« 

Qx C dx C dx 

^ ' •>'Vm ' ' ^Vm 

Ol Oo 

Wir entnehmen diesen Formeln den folgenden Satz: 

IL Wenn wir die untere Grenze des Integrals in den VerzweigungS' 
punht cfj legen, entsprechen 

den JFerten: u = oo^^ (o^, Wj, 

bzw, die Werte: x ^ a^, «3, .a^. 

Damit erhalten wir aus der Gleichung (21) von § 55 die fol- 
genden speziellen Fälle: 
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4) 



05 - a- 



pu-e^=- i«o(«i - «o)(«i - ^s)^--«,; ' 



X " a. 



pu-e^^ lajflfj - a^)[a^ - ^fa)^-^— ^ 



aj — a. 



/?w - ^3 = \%{u^ - «,)(«! - ^3)^:r^- 



Wir können übrigens diese Ausdrücke auch unabhängig von 
den Bechnungen des vorigen Paragraphen erhalten, wenn wir zuerst 
Nullpunkte und Pole beider Seiten in Übereinstimmung bringen und 
den dabei noch unbestimmt bleibenden konstanten Faktor durch 
Yergleichung der ersten Glieder der Entwicklungen in der Umgebung 
von « = 0, ar = «j festlegen. 

Aus (4) ergeben sich nun auch die Ausdrücke der Differenzen 
der e durch die Wurzeln von f{z\ nämlich: 

5) ^2 - ^3 = i«o(«a - «i)(^3 - «^0)» 

Aus diesen Ausdrücken und aus § 18, (12) bis (14) erhält man 
Ausdrücke von g^ und g^ durch symmetrische Funktionen der 
Wurzeln von f{z)\ diese müssen natürlich mit den Ausdrücken von 
g^ und g^ durch rationale Funktionen der Koeffizienten von f{z), 
§ 55 (18), (19) übereinstimmen. 

Vielfach, namentlich zum Zweck numerischer Berechnungen, ist 
es wünschenswert, in die Lösung des Umkehrproblems die Theta- 
funktionen einzuführen. Man kann dazu entweder von den Formeln 5 
von § 30 aus gelangen, indem man den Durchgang durch die 
Sigmafunktionen nimmt; oder man kann direkt an die Sätze von 
§ 54 anknüpfen. 

Die genannten Formeln liefern zunächst: 



6) 



CT 



Tu = ^y^(«r- «T)K~«7) 1/1^, 



Hier bedürfen nur die Vorzeichen der Quadratwurzeln einiger 
Erläuterung. In jeder einzelnen der drei Formeln kann man sie 
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an und für sich zunächst für einen bestimmten Punkt beliebig 
wählen; sie bleiben dann richtige wenn man Ton diesem Punkt aus 
beide Seiten auf entsprechenden Wegen analytisch fortsetzt« (So 
ändert z. B. die linke Seite der ersten Gleichung nach § 83, (3) ihr 
Vorzeichen, wenn man u um 20)3 vermehrt. Eine solche Vermehrung 
kommt aber dadurch zustande, daß man x den Perioden weg Ä 
dilrchlaufen läßt; da dieser a^^, nicht aber a^ umkreist, ändert auch 
die rechte Seite ihr Zeichen.) Ist aber in zweien der drei Glei« 
chungen das Vorzeichen fixiert, so ist es mit Rücksicht auf § 30, (6) 
in der dritten so zu wählen, daß die Multiplikation der drei rechten 
Seiten das (— ^l^)isLche der rechten Seite der Gleichung (14) von §55 
ergibt. Führen wir nun die Thetafanktionen ein, so erhalten wir: 



1/ 



i 

X - «, 2 y (e, - e,) (e, - e^) ^, (r) 



oder wenn wir die Differenzen der e durch ihre Ausdrücke aus (5) 
ersetzen: 



1) ^ /g^ - «8 _, iy («8 - ««)(«o - «g) . ^ 

und ebenso: 



(v) 



W 



- «l) («2 - «l) ^i W ' 



8) ]/----' = n/S" 

gx ■■ /"a; - «0 __ ^^y i^i - «n)("8 - «0 ) . ^o(^! 

^ F a? - «1 K («s - «iXtts - «1) ' ^1 (^] 

Man kann diese Formeln auch aus der Theorie der Theta- 
fanktionen ableiten, ohne von den Funktionen j^t^ und cru Gebrauch 
zu machen. Man erhält zunächst, indem man das Verhalten beider 
Seiten bei Vermehrung des Arguments um Perioden, sowie die Pole 
und Nullpunkte vergleicht: 



/ 



X - (X^ = C ^ä i^) 



X — Ol ^1 (v) 

Um die Konstante zu bestimmen, kehrt man die Brüche um, 
differentiiert beiderseits nach t; und setzt dann t; =s (also x = a^)\ 
man erhält unter Berücksichtigung von § 50, (3): 

_ («1 - «8) V/'(g)Q>i 
y(^^~«i)(aJ-«,)» 
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und daraus: 

also: 

10) ^ /^^^ ^ ^/(O) 1 ^,(r) ^ 

r a? - tfi coi i^j (0) y ao («i - «o) (»i - «j) ^1 W ' 

sowie zwei analoge Formeln. Diese Formeln lassen sich weiter 
reduzieren^ wenn man in ihnen die ThetanuUwerte durch ihre Aus- 
drucke ersetzt; man kann aber auch umgekehrt Ausdrücke für die 
Verhältnisse der ThetanuUwerte aus ihnen entnehmen. Setzt man 
z, B. in der Formel: 



l\\ / a; - «^ _ ■■ /«t - «2 ^3 (0) &^ (r) 

^ K aj - «8 K «1 - «• ^2 (0) ^8 W 

V = ^r, X == cCq und benutzt die Formel (7) von § 45, so erhält man: 

^ ^2(0) K («o-«8)(«l-«,)' 

sowie zwei analoge Formeln; jede derselben setzt den Quotienten 
zweier ThetanuUwerte der vierten Wurzel aus einem Doppelverhältnis 
der Verzweigungspunkte gleich. — Setzt man in (10) direkt x = «,, 

V = \ und geht zur Grenze über, so erhält man ebenso: 

^^) "^^W ^ ^^" V^öl^o - «i)(«o - «2)(«^3 - «i)(^s - ^2) • 

Aus diesen Formeln kann man auch die ThetanuUwerte selbst 
bis auf ein gemeinsames Vorzeichen bestimmen, wenn man die 
Grleichung (4) von § 50 zu Hilfe nimmt. Man erhält zunächst: 

^i^ (0)' 
&, (0) ^8 (0) ^0 (0) 

also: 

14) tV(0) = 2«,|/^t^ 
und folglich: 

1 5) ^3 (0) = j/^ i/a„{«o-«3) (^7^^) . 

16) '^s (0) = 1/5- i^«^(^- «^) («8 - «1) . 

17) ^0 (0) = |/v K («s - «») («0 - «1) • 
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Zwei andere Methoden zur Bestimmung dieser ThetanuUwerte 
werden wir in § 59 und in § 83 kennen lernen. 

Durch Umkehrung der Formeln dieses Paragraphen erhält man x 
und ]ff{x) — und damit überhaupt jede Funktion der Fläche — als 
elliptische Funktionen L Art von u dargestellt. Die in § 10 gestellte 
Frage ist also zu bejahen. 

§ 57. Die integrale ii. und iii. Gattung als Funktionen 

des Integrals I. Gattung. 

Da wir algebraischen Funktionen der Fläche als elliptische 
Funktionen des Integrals I. Gattung ausgedrückt haben, können wir 
die Integrale algebraischer Funktionen, die wir im ersten Abschnitt 
summarisch untersucht haben, in Integrale elliptischer Funktionen 
tlberführen. Für die letzteren haben wir in § 24 (7) einen all- 
gemeinen Ausdruck kennen gelernt; wir müssen jetzt die einzelnen 
Bestandteile desselben als Funktionen der oberen Grenze x des 
Integrals untersuchen. 

Die Summe: 

1) <?1 +^{-^^SPi« -«,) + ... + (- l)*V(-^% /»<*'-''(« - «.)} 

ist eine auf der Fläche eindeutige algebraische Funktion von x. 
Cu ist ein Integral erster Gattung. 
Die Tenne: 

2) ^(m — flTy) = — Jp [u — Qy) du 

stellen Integrale IL Gattung vor; und zwar sogen. Eiementarintegrale 
II. Gattung, d. h. solche, die nur in einem Punkte der Fläche, in 
diesem nur von der I. Ordnung und mit dem Besiduum 1 unendlich 
groß werden. Zufolge § 55, (8) läßt sich ein solches Elementarintegral, 
dessen Pol im Punkte r', ^fiz) liegt, folgendermaßen darstellen: 

''^ j 2(»-*')' i/7w" 

jedes andere Elementarintegral II. Gattung mit demselben Pol 
entsteht aus diesem durch Addition des mit irgend einer Konstanten 
multiplizierten Integrals L Gattung; denn die Differenz zweier 
Elementarintegrale II. Gattung mit demselben Pol wird nirgends mehr 
unendlich. Unter allen diesen Elementarintegralen II. Gattung kann 
das durch die Formel (3) dargestellte als ^^algebraisch normiertes 
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Elementarintegral^^ herausgehoben werden. Andererseits kann man 
aber auch den konstanten Faktor des zutretenden Integrals L Gattung 
so wählen, daß eine Periode des Elementarintegrals IL Oattung, 
z. B. die erste^ gleich Null wird; man erhält dann ein „transzendent 
normiertes Elementarintegral IL Gattung^^: 

(4) 2«, ^^^f^ - 2r,,{u -a) = ^^^ 

^ ^ ^ (r(t* — a) ^ ^ ' ^1 (r - a) 

wenn u ^ 2(o^Vj a = 2(o^cc gesetzt wird). 

Die Darstellung dieser normierten Elementarintegrale als Funk- 
tionen Yon u zeigt, daß von ihnen der Satz gilt: 

L Die Perioden sowohl des algebraisch^ als des transzendent nor» 
mierten Elementarintegrals IL Gattung sind von der Lage des Pols 
unabhängig. 

Daraus folgt dann weiter, daß die Differenz zweier solcher in 
derselben Weise normierter Elementarintegrale IL Gattung mit ver- 
schiedenen Polen, Zj', jTj', aber derselben oberen Grenze, als Funktion 
dieser oberen Grenze betrachtet, eine auf. der unzerschnittenen 
Fläche F eindeutige Funktion, also (§ 4, V) eine rationale Funktion 
von X und Yf(^ ist. Den expliziten Ausdruck dieser Funktion er- 
hält man aus der Gleichung (vgl. § 23, 4): 

wenn man in ihr die Funktionen p und p' durch ihre Ausdrücke 
§ 55, 8 und 12) ersetzt. ^ 

Was endlich die Tenne betrifft: 



n 



sl 



J^^loga{u — a^), 



so lassen sie sich mit Eücksicht ai;Lf die Belation § 24, (4) um- 
formen in: 



n-l 



2 ^.1 log 



(r{u— a^) 



Eine Funktion der Form: 

o\ 1 (t(u — a) 
6) log —7 rf 

ist als Funktion auf der Fläche F betrachtet, auch auf der durch 
die Schnitte A und B einfach zusammenhängend gemachten Fläche F' 



^ Natürlich kann man auch damit be^nnen, daß man die der Gleichung (5) 
entsprechende algebraische Identität auf algebraischem Wege ableitet, und dann 
aus ihr rückwärts den Satz I erschließen. 
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nicht eindeutig, sondern erst auf einer Fläche F"j die entsteht^ 
wenn man yom Schnittpunkt yon Ä und £ noch Einschnitte nach 
denjenigen Punkten Xy y' der Fläche legt, die bzw. den Argument- 
werten a^ h zugehören. Bei Überschreitung eines dieser Einschnitte^ 
oder eines der Schnitte A^ B vermehrt sich die Funktion (6) um 
Konstante. Sie ist also zufolge § 6, IX und XI ein Integral 
m. Gattung, und zwar nennen wir sie ein Elementarintegral IIL Gattung, 
sofern sie keine algebraischen und nur zwei logarithmische Un- 
stetigkeitspunkte und in diesen die logarithmischen Besidua + 1 
und — 1 hat. Jedes andere Elementarintegral III. Gattung mit 
demselben Pol entsteht aus ihm durch Addition des mit irgend 
einer Konstanten multiplizierten Integrals I. Gattung; unter ihnen 
allen kann das in der Form (6) darstellbare als algebraisch normiert 
hervorgehoben werden. Andererseits kann man auch den konstanten 
Faktor des zutretenden Integrals I. Gattung so wählen, daß der 
Periodizitätsmodul an Ä gleich Null wird; man erhält dann das 
transzendent normierte Elementarintegral IIL Gattung: 

log -7 IT + — (a — i) M — = log^^:^ i- 

^a{u-h) ©1^ '\ 2 ) ^'&(V'-fi) 

Wir können also aus dem Satze von § 24 über elliptische 
Funktionen mit Hilfe des Umkehrtheorems den folgenden Satz über 
elliptische Integrale ableiten: 

IL Jedes elliptische Integral läßt sich darstellen als Summe aus: 

einer algebraüchen Funktion der Fläche; 

einem Integral L Gattung; 

einem mit einer Konstanten multiplizierten Elementarintegral 

IL Gattung y dessen Pol beliebig gewählt werden kann; 

und einer Anzahl von mit Konstanten multiplizierten Elementar- 

integralen IIL Gattung. 



§ 58. Übertragung der Sätze von Liouville und Hermite 
auf die RiEMANNsche Fläche: das ABELsche Theorem und der 

RiEMANN-RocHsche Satz. 

Auf Grund der Eesultate der vorhergehenden Paragraphen und 
des Satzes V von § 7 können wir die Sätze, die wir über elliptische 
Funktionen kennen gelernt haben, auf rationale Funktionen einer 
Variabein z und der Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion 
dritten oder vierten Grades von z übertragen. Wir erhalten dabei 
zum Teil frühere Sätze wieder; so ist z. B. § 13, I äquivalent mit 
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§ 5, VI; § 14, V mit § 5, III^ § 15, II mit § 5, V. Außerdem 
erhalten wir aber auch noch andere, für uns neue Sätze. So liefert 
§ 14, VI den ijn ersten Abschnitt wenigstens nicht ausdrücklich 
ausgesprochenen Satz: 

I. Es gibt keine rationale Funktion von z und s, die nur in einem 
Punkte der Fläche und in ihm nur von der L Ordnung unendlich 
groß würde. 

Die Sätze von § 16 und § 22 geben, wenn man mit u[x) den 
V7ert des Integrals I. Gattung bezeichnet, dessen obere Grenze x 
ist, folgende Formulierung: 

IL Wenn ar^, a:,, . . ., ar^ die Nullpunkte y y^, y^^ . . ., y^ die Pole 
einer Funktion der Fläche sind, so ist: 

1) u{xy) + u{x^) + . . . + u{x^ = u{y^) + u{y^) + . . . + «(yj 

(modd. Per.); 

und umgekehrtf wenn eine solche Belaüon besteht^ existiert eine Funktion 
der Fläche^ die in den Punkten x und nur in diesen Null, und in den 
Punkten y und nur in diesen unendlich wird. 

Der erste Teil dieses Satzes ist ein sehr spezieller Fall des 
großen, auf beliebige algebraische Irrationalitäten sich beziehenden 
Theorems, das den Namen seines Entdeckers N. H. Abel trägt. 

Zwei Punktaggregate (xj . . . arj und (yi . • • yj, die durch die 
Belation (1) verbunden sind, nennt man „äquivalent^* oder „corresidual^'. 

Man kann in dem Satze II statt Null und Unendlich zwei be- 
liebige andere konstante Werte a, b setzen. Denn wenn eine 
Funktion ifj in den Punkten x den Wert a, in den Punkten y den 
Wert b annimmt, so wird: 

yj — a 
ip — h 

in den ersteren Null, in den letzteren unendlich; und umgekehrt. 
Setzt man: 



X 

_ — ti 

xyf 



2) f-^^ = V 

so kann man Gleichung (1) auch so schreiben: 

2««. y. ^ (modd. Per.) 

^ Wenn man nämlich den Satz § 5, III nicht auf die zu untersuchende 
Funktion F{x) selbst, sandem auf F{x)*dxjdu anwendet, das ja auch eine 
Funktion der Fläche ist. 
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Übrigens ist wesentlich, daß die Gültigkeit des Satzes II keines- 
wegs auf einfache Nullpunkte und Pole beschränkt ist; es ist nur 
jeder mehrfache Nullpunkt oder Pol so oft unter die x, bzw. die y 
aufzunehmen, als seine Ordnungszahl angibt 

Einen weiteren fundamentalen Satz über rationale Funktionen 
von z und s erhalten wir aus dem Hebmite sehen Satz § 43. Dazu 
müssen wir zunächst diesen letzteren auf elliptische Funktionen über- 
tragen, indem wir mit einer der gleichändrigen Jacobi sehen Funk- 
tionen dividieren; wir erhalten dann den Satz: 

III. Alle elliptischen Funktionen desselben Periodenparallelogramms ^ 
die nirgendwo sonst als in gegebenen Punkten und in diesen nicht von 
höherer als je einer gegebenen Ordnungszahl unendlich werden, lassen 
sich linear und homogen durch so viele voneinander linear unabhängige 
solche Funktionen ausdrücken, als die Summe der gegebenen Ordnungs- 
zahlen beträgt 

Man kann diesen Satz auch aus der Gleichung (6) von § 24 
ablesen, wenn man beachtet, daß die in ihr auftreteliden Eonstanten 
durch keine andere Bedingung als die Gleichung (4) daselbst in 
ihrer Willkürlichkeit eingeschränkt sind. 

Weiter erhalten wir aus III: 

IV. einen ganz ebenso lautenden Satz über rationale Funktionen 
von z und s. Auch dieser Satz ist ein sehr spezieller Fall eines 
allgemeinen, auf beliebige algebraische Irrationalitäten bezüglichen^ 
der als Biemann-Rooh scher Satz bezeichnet zu werden pflegt. 

Man beachte, daß auch die Eonstanten mit zu denjenigen Funk- 
tionen zu zählen sind, von denen in diesen Sätzen III und IV die 
Rede ist. 

§ 59. Bestimmung der Thetanullwerte 
unter Benutzung von Integralen II. Gattung. 

Auf Grund der Entwicklungen der letzten Paragraphen erhält 
man eine direkte Bestimmung der Thetanullwerte selbst (nicht bloß 
ihrer Quotienten) durch folgende Überlegungen. Halten wir drei 
von den Verzweigungspunkten, sowie die Grenzen eines Integrals 
I. Gattung fest, so ist es noch abhängig von dem vierten Verzwei- 
gungspunkt Solange der Integrationsweg diesen nicht berührt, 
dürfen wir die DiflFerentiation nach ihm unter dem Integralzeichen 
ausführen; wir erhalten dann: 

z 

^v du . C dx 

ö ex« J (x — (X 
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Dieses Integral ist ein Integral zweiter Gattung^ dessen Pol in 
f^3 liegt und das dort unendlich wird wie: 



Andererseits ist nach § 57, (4) 'd'^[v)l'd'^ {v) ebenfalls ein Integral 

1 + T 

n. Gattung, dessen Pol in r = , d. h, in z = a« liegt, und das 

dort unendlich wird wie: 

d. h. nach § 7, (12) wie: 

«a. V7>.) 

— — — -— ^ — • 

]/* - ff» 

Also ist: 

ein Integral erster Gattung; seine Periode an A ist 



es kann sich also von 



= 2-,|^-r(«s); 



«ö-::-/"w 



nur um eine additive Eonstante unterscheiden. Diese muß Null 
sein, wenn wir die untere Grenze der Integrale übereinstimmend 
nach z = a^ (entsprechend t? = 0) verlegen ; wir erhalten somit die 
Gleichung: 

Aus dieser Gleichung erhalten wir einerseits durch Bestimmung 
der Perioden am Schnitt £: 

- 2jr» + 2«,|^/-'(«s) = 2«3 l^rK) 
oder: 

andererseits durch abermalige Differentiation nach z: 
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g' log ^. W . 1 _^ ^ r («.) ^ 5oj^ fK) 

oder: 

Setzt man in dieser Gleichung t; = und berücksichtigt, daß 
^^•^'(O) = ist, so erhält man: 

^8 (0) «1 - «8 1 Ö «8 ' ^ 5'' 

oder wegen § 42, (12): 

a T 4 TT t l Ofi ~ «8 Ö «3 J 

Hier können wir vermöge der Gleichung (3) die Differentiation 
nach T durch eine solche nach a^ ersetzen; wir erhalten: 

Ölog^a __ 1 1 Ööi 

öffg 4(08 " ffi) 2ü)i ÖOtg ' 

also durch Integration: 

Dabei bedeutet c^ eine von a^ unabhängige Größe, die aber noch 
von den übrigen Verzweigungspunkten abhängt. Um sie zu be- 
stimmen, beachten wir, daß wir auf demselben Wege wie die Glei- 
chung (3) auch die beiden folgenden Gleichungen erhalten können: 

Ebenso stellen wir der Gleichung (4) die beiden folgenden 
zur Seite: 

8) ö'l^^r) ^ _ «». V' W + 2 «, 1^ /•' K), 

' OV^ » — «0 1 Otto ' "' 

Setzen wir in Gleichung (8) t? = ^ und benutzen die erste 
Gleichung (7), so erhalten wir: 

b log ^8 _ 1 _ 1 ^ ^1 

ö «0 ~" 4 (ofo — Oj) "*" 2 «1 ö «2 ' 

10* 
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also: 

10) ^3 = ^2l^K«o-«2; 



T 



setzen wir in Gleichung (9) t? = — , und benutzen die zweite Glei- 
chung (7), so erhalten wir: 



d log ^8 1 , 1 ^ «^i 

ö o, 4 (ot, — «o) 2 Co, d a^ 



also: 



11) iS-j = Cjl/co^yao -^2- 

Etwas umständlicher ist es, die Abhängigkeit des ThetanuU- 
werts von dem Verzweigungspunkt a^ festzustellen, da die Differen- 
tiation von u nach a^ nicht ohne weiteres unter dem Zeichen voll- 
zogen werden kann. Wir können diese Schwierigkeit durch folgende 
Überlegungen umgehen: 

Das Integral 

X 

r dx 

U =s I — — -- - 

*^ VooC* - ao)(» - ai)(* - «»)(* - «a) 

geht durch die Substitution f = Aar über in: 

Xx 



u = xf 



di 



Wenn wir also an Stelle der Verzweigungspunkte «^ die Werte 
^ = Acfj^ treten lassen, so erhalten wir Perioden 2ö, die mit den 
zu den aj^ gehörenden Perioden durch die Gleichungen: 

2 ö7 = A . 2 © 

verbunden sind. Das Periodenverhältnis und somit auch die Theta* 
nullwerte ändern sich hierbei nicht Wenn wir also die Gleichungen 
(6), (10) und (11) zu der einen zusammenfassen: 

in der C höchstens noch von a^ und cc^ abhängen kann^ und dann 
Aflfj^ für ccj^ einfuhren, so sehen wir: C darf sich dabei nicht ändern, 
kann also von cc^ nicht abhängen. 

Was endlich die Abhängigkeit von Oq betrifft, so sieht man: 
wenn man a^ durch Xa^ ersetzt, hat man co^ durch A-Vtco^ zu er- 
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setzen, während i^-g sich nicht ändert; G muß also mit l/a^ pro- 
portional sein. So erhält man schließlich die Formel: 



12) i9-3 .= C]/^ -^a^ [a^ - a^) [a^ - a^) , 

in der C eine rein numerische Konstante bedeutet, auf deren Be- 
stimmung wir später noch zurückkommen müssen. 



§ 60. Nähere Untersuchung des Elementarintegrais III. Gattung. 

Als „Elementarintegral IIL Gattung" hatten wir in § 67 die 
Funktion: 

bezeichnet. Soll die Integration zwischen zwei bestimmten Grenzen 
Wq, ttj vollzogen werden, so erhalten wir: 

«0 

oder wenn wir Gleichung (2) von § 19 benutzen, die Darstellung 
des Elementarintegrals IIL Gattung in Gestalt eines Doppelintegrals: 

1) §=/ lp{u — v)dvdu. 

Aus dieser Darstellung ergibt sich für den Fall, daß die Inte- 
grationswege sich nicht schneiden, unmittelbar der Satz von der Fer- 
tauschbarkeit der Grenzen w^, u^ und der ,yParameter^' a, b, von dem 
in älteren Darstellungen der Theorie viel die Rede ist. 

Dagegen bedarf eine andere Frage eingehender Untersuchung: 
nämlich die Frage nach dem Werte, der dem Logarithmus beizu- 
legen ist, wenn die Integrationswege von a nach b und von u^ nach 
Mj vorgeschrieben sind. Zu diesem Zweck untersuchen wir zunächst 
dieselbe Frage für das einfachere Doppelintegral: 

y y' 

Wir nehmen zuerst an, es sei eine bestimmte Reihenfolge für 
die Integrationen vorgeschrieben: die innere, auf z' bezügliche sei 
zuerst auszuführen. Dann tut es der Allgemeinheit keinen Eintrag, 



160 Das ümkehrproblem. 



wenn wir annehmen, diese Integration geschehe auf geradem Wege, 
denn ihr Besultat ist die eindeutige Funktion: 



also Yom Integrationsweg ganz unabhängig. Aus den Entwicklungen 
von IB, § 54 — 56 geht dann hervor: 

I. T%r log— -, kann unbeschadet der Allgemeinheit der Haupt-' 

wert des Logarithmus genommen werden. Schneidet dann der Inte- 
grationsweg der Argumente die gerade Verbindungslinie der Parameter 
hmal Öfter von links nach rechts als von rechts nach links, so ist für 

log j der k*^ Wert zu nehmen, 

^ aj -y 

Dabei ist der positive Sinn des Integrationsweges der Parameter 
von if nach x' genommen. Um auf das in IB, § 56 behandelte 
Integral zu kommen, muß man y = oo, x = setzen; dort war 
aber der positive Sinn des Einschnitts von nach oo genommen. 
Infolgedessen ist hier links und rechts gegen dort vertauscht 

Hieraus ergibt sich nun, wie der Satz von der Vertauschung, 
der zunächst nur gilt, wenn die Integrationswege sich nicht schneiden, 
zu modifizieren ist, wenn das eintritt Nehmen wir z. B. an, die 
beiden Integrationswege seien geradlinig und {i/ . . . x) überschreite 

den Weg (y' . . . ar') von rechts nach links, so 

überschreitet (y . . . ar') den Weg {g . . . x) von 

links nach rechts. Integrieren wir zuerst nach z' 

-\jc' und dann nach z, so erhalten wir einen Wert, 

dessen imaginärer Bestandteil zwischen — 2 tt i 

und liegt; integrieren wir zuerst nach z und 

dann nach /, so erhalten wir einen Wert, dessen 

imaginärer Bestandteil zwischen und 2 7ii liegt. 

Der letztere Wert ist um 2ni größer als der erstere. Es gilt also 

der Lehrsatz: 

n. Wenn der Integrationsweg der Argumente den der Parameter 
von rechts nach links überschreitet, liefert Vertauschung der Argumente 
mit den Parametern einen um 2'ni größeren Wert. 

Die Gültigkeit dieses Satzes ist unabhängig von der bei seinem 
Beweise gemachten Voraussetzung, daß die Integrationswege gerad- 
linig seien. Denn auf die Änderung des Wertes bei Vertauschung 
der Integrationsreihenfolge hat nur die Umgebung des Schnittpunktes 
Einfloß. 
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Diesen Satz müssen wir nun auf unser Integral Q anwenden. 
Wir schreiben es zunächst in der Form: 

Ux h Ux t 



W 

«0 a Ufi a 



und lesen daraus folgende Regel ab: 

IIL Wenn ein Integrationsioeg der Parameter von a bis b vor^ 
geschrieben ist, so verbinde man jeden Punkt a + w mit dem ent- 
sprechenden Punkte b + w durch einen dazu parallelen Weg und zahle 
für jede dieser Linien ah, wie oft sie der Integrationsweg des Arguments 
von rechts nach links und wie oft er sie von links nach rechts über- 
schreitet. Ist die Summe der ersteren Zahlen = k^ , die der letzteren 
=s Äg, so gibt Vertauschung der Argumente und der Parameter einen 
um (k^ — k^) 2ni größeren Wert 

Mit Hilfe dieses Satzes können wir nun insbesondere die 
Periöden der Funktion Q bestimmen, d. h. die Werte, um die sie 
sich vermehrt, wenn man u^ um irgend eine Periode 2 co vermehrt, 
also die Werte der auf geradem Wege genommenen Integrale: 

«0 + 2« 

\_^[u — a) — ^[u — b)']du. 



ji 



«0 

Nach m können wir dafür setzen: 

a 

4) /[?K + 2ö> - i?) - fK - v)']du + 2nni. 
b 

Das Integral hat den Wert: 

a 

5) f2f}dv:=^2 7j{a — by, 

b 

die ganze Zahl n bestimmt sich folgendermaßen: Man verbinde 
zunächst jeden zu Uq äquivalenten Punkt mit dem entsprechenden 
Punkt Uq + 2(0 durch eine gerade Linie. 
Wir wollen nun zunächst annehmen, 2 co 
sei eine primitive Periode; dann werden 
alle diese Strecken sich schlicht neben- 
einander legen und zusammen die sämt- 
lichen zu (0 ... 2 0)) parallelen Geraden 
einfach und lückenlos überdecken, auf 
denen zu Uq äquivalente Punkte liegen. 
Die Zahl n in (4) gibt an, wie oft die / ^^S- 28. 
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Verbindungslinie von b nach a diese Geraden von links nach rechts 
tiberschreitet, vermindert um die Anzahl der Überschreitungen von 
rechts nach links. 

Man sieht, daß diese Zahl unabhängig davon ist, wie der die 
Punkte a und b verbindende Weg gewählt wird. 

Ist aber 2 m keine primitive Periode, sondern etwa das m-fache 
einer solchen, so bedecken jene Strecken die genannten Geraden 
überall m-fach. Dann ist jeder Schnittpunkt bei Bestimmung der 
Zahl m-fach zu zählen. 

Setzt man in Satz III speziell: 

ttj = — tt^ = (öj , ^ = — fl = («3 , 

so liefert «r: 

^1 % — ^1 ^3 = — -^ > 

d. h. die LEGENDBEsche Belation. Umgekehrt kann aus diesem 
speziellen Falle der allgemeine Satz III hergeleitet werden, wenn 
man beachtet, daß das Doppelintegral eine stetige Funktion sowohl 
von u^ als von b ist, solange keiner dieser beiden Punkte den In- 
tegrationsweg des anderen trifft 

§ 61. Erweiterte Formulierung des Umicehrprobieme. 

Man kann das Umkehrproblem auch noch in einem weiteren 
Sinne fassen, als es bisher geschehen ist. Statt die Variable u einem 
einzigen Integral I. Gattung der Fläche gleichzusetzen, kann man 
sie auch (in Erinnerung an das Abel sehe Theorem) einer Summe 
solcher Integrale gleichsetzen: 

und sich die Aufgabe stellen, Funktionen der 2n Flächenpunkte x 
und y als elliptische Funktionen von u darzustellen. Natürlich wird 
das nicht mit beliebigen Funktionen dieser Punkte möglich sein, 
sondern nur mit solchen, welche ungeändert bleiben, wenn man an 
Stelle der x, y ein anderes Punktsystem der |, ri setzt, das dem- 
selben Wert von u liefert (bzw. einen modulis Perioden kongruenten). 
Die Bedingung: 

Vk *ik 
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kann auch ersetzt werden durch: 

2) Sf+S/^O; 

Vk h 

sie bedingt also nach dem Abel sehen Theorem, daß eine rationale 
Funktion eines Punktes x existiert, die in den Punkten y^^ und |j 
unendlich, in den Punkten Xj^ und rjj^ Null wird. 

Diese Bedingung erlaubt nun noch eine Umformung, durch die 
die weitere Behandlung des Problems sehr vereinfacht wird. Be- 
zeichnen wir nämlich allgemein mit y den zu y konjugierten Punkt 
der Fläche, d. h. denjenigen, der über oder unter y im anderen Blatt 
der Fläche liegt, so ist: 

¥ y 

f—f' 

«1 Ol 

also: 






die Kongruenz (2) kann daher auch ersetzt werden durch: 

*k Vk 

H nk 

mit anderen Worten, es muß eine rationale Funktion eines Punktes x 
der Fläche existier en, die in den Punkten x^ und y^ unendlich, in den 
Punkten |j^ und f]^ Null wird. 

Für spezielle Werte von u können wir nun angeben, wie die 
x^ und y^ beschaffen sein müssen, wenn: 

H Vk 



.ti/^/i- 



Ol Ol 



werden soll; nämlich für die halben Perioden. Soll w^O werden, 
so muß eine Funktion der Fläche existieren, die in den Punkten 
x^ und y^ je von der ersten Ordnung und in dem Punkte u^ von 
der 2n^^ Ordnung oo wird. Eine solche Funktion muß die Form 
haben: 
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9n {X) + g^n-2 (a?)l//W 

unter g^{x), g^..^^^) rationale ganze Funktionen von x der an- 
gegebenen Grade verstanden. Soll der Zähler in den 2 n gegebenen 
Punkten Null werden können, so muß eine Determinante Null sein, 
von deren Zeilen wir zwei anschreiben: 



4) 



•Vi M/| • • • *(/1 X 



i-'VA^i) *i"-' 



ar,»-*' y f[x^ ... 



y/^i) 

yi" yi«-' • • • yi i - y,»"' yTW - yi"-' f7(y7) • • • - V TW 

Soll u ^ (Op also nach § 56, (1) 



= 0. 



«1 



=/ 



«1 



dx 

VW) 



werden, so schließt man ebenso: es muß eine' Funktion der Fläche 
existieren, die in Xj^ y^ a^ je von der ersten Ordnung 0, in a^ von 
der (2n + 1) Ordnung unendlich wird. Eine solche Funktion muß 
die Form haben: 

(a;-a,)«+^ ' 

und der Zähler muß in a^, cc^, den Xj^ und den y^^ Null werden. 
Diese Bedingung läßt noch einen etwas einfacheren Ausdruck zu, 
wenn man f[x) in zwei Faktoren zweiten Grades, (p{x) und ipix) 
spaltet, so daß: 

(p{x) = «01 i^ -^i){^ - ^2)' V^i^) = «02 (^ - ^o)(^ - ^3)^ 
5) 



^01 ^02 ^0 



wird; sie lautet dann: es muß eine Funktion der Form: 



6) 



ffn-l W fW) + 9n^l W VV^ 



existieren, unter g^—i ^^^ 9n-i rationale ganze Funktionen des 
Grades (n — 1) verstanden, die in den Punkten Xj^ und yj^ Null wird; 
es muß also die Determinante: 



7) 






Null sein. Von den beiden Quadratwurzeln '^ rp{x), y^pix) kann dabei 
der einen in jedem Flächenpunkt ein willkürlicher ihrer beiden Werte 



§ 6L Erweiterte Formulierung des Umkehrproblems, 155 



beigelegt werden ; der anderen ist dann ein solcher Wert beizulegen^ 
daß das Produkt aus diesen beiden Werten gerade den zu diesem 
Flächenpunkt gehörenden Wert von ]//'(^) liefert. 

Die Bedingung dafür, daß u^co^ oder ^ oj^ wird, erhält man 
hieraus durch Vertauschung von a.^ mit a^, bzw. cc^. 

Zu beachten ist übrigens^ daß die angeführten Bedingungen nur 
notwendige, keine hinreichenden sind. Denn die Determinanten 
werden jedesmal gleich Null, wenn zwei der 2n Punkte x und y 
zusammenfallen. Soll aber eine Funktion von einer der angegebenen 
Formen existieren, die in 2 w — 2 Punkten von der ersten und in 
einem von der zweiten Ordnung Null wird, so ist dazu erforderlich, 
daß eine Determinante Null wird, die aus der Determinante (4), 
bzw. (7) dadurch entsteht, daß man alle Elemente eine Zeile durch 
ihre Ableitungen ersetzt. 

Dieser Ubelstand fällt weg, wenn man den Quotienten zweier 
solcher Determinanten bildet. Ein solcher Quotient erscheint zwar 
in der unbestimmten Form 0/0, wenn zwei der 2 n Punkte x und y 
zusammenfallen ; aber der Grenzübergang läßt sich nach den Begeln 
der Differentialrechnung ausführen und liefert dann gerade den 
Quotienten zweier solcher modifizierter Determinanten, von denen 
eben die ßede war. Gleiches gilt auch noch, wenn mehr als zwei 
der 2n Punkte zusammenfallen; man hat dann Umformungen vor- 
zunehmen, die zu den in § 26 vorgenommenen analog sind. 

Auch wenn einer der Punkte x oder y ins Unendliche rückte 
findet Entsprechendes statt Auch dann erscheint der Quotient zu- 
nächst in unbestimmter Form (oo/oo); auch dann kann man den 
Grenzübergang vollziehen und erhält einen Quotienten zweier modi- 
fizierter Determinanten, deren Nullwerden für ein Punktaggregat, 
von dem ein Punkt im Unendlichen liegt, dieselbe Bedeutung hat, 
wie das Nullwerden der Determinante (4), bzw. (7) für ein ganz im 
Endlichen gelegenes Punktaggregat. 

Der Quotient q der Determinanten (4) und (7) wird also nur 
Null, wenn u^O und nur unendlich, wenn u^a^ (modulis Perioden) 
wird. Man kann folgendermaßen zeigen, daß .er überhaupt nur von 
u abhängt. Wir stellen neben die Gleichung (1) die andere: 



n ^ 

8) «^2/ 



dx 



dann können wir von den 4» Punkten ar^ y^ |p ly^ alle bis auf 
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zwei festhalten und etwa ^r^ als unabhängige Variable, |^ als Funktion 
von ihr yermöge der Gleichungen (1) und (8) ansehen. Der Quotient 






wird dann eine Funktion des Flächenpunktes x^, deren Eigenschaften 
wir untersuchen müssen. Zunächst ist nach § 56 klar, daß |^ eine 
auf der Fläche eindeutige Funktion von x^ ist; infolgedessen ist 
auch der Quotient (9) eine solche Funktion. Denn wenn ar^ einen 
auf der Fläche geschlossenen Weg beschreibt, können zwar Yq>{x^)t 
Yv^) niöglicherweise ihre Vorzeichen ändern, aber immer nur 
gleichzeitig. Wir müssen nun die Pole dieses Quotienten bestimmen. 
Der Zähler wird nur unendlich, wenn die Punkte a^, ce^, x^y yj^ die 
Nullpunkte einer ganzen Funktion g der oben angegebenen Gestalt 
sind. Nach (3), (1) und (8) existiert aber eine Funktion /* der Fläche, 
die in den x^ und den y^ oo, den |j^ und den fj^ Null wird; das 
Produkt fg ist also dann eine Funktion der Fläche, die im End- 
lichen nirgends unendlich wird. Es existiert also dann eine ganze 
Funktion der Fläche, die in den |j^, den ^^, a^ und a^ Null wird; 
und der Nenner von (9) wird also stets gleichzeitig mit dem Zähler 
unendlicL Durch ganz analoge Überlegungen wird gezeigt, daß der 
Zähler von (9) jedesmal Null wird, wenn der Nenner es wird. 

Nun müssen wir noch zeigen, daß Zähler und Nenner von (9) 
stets von derselben Ordnung Null, bzw. unendlich werden. Dazu 
bemerke man zunächst: wenn 



/ 



«1 

= konst. 



sein soll und wenn |i<% x^^^ irgend zwei spezielle Werte von l^, 
bzw. x^ sind, so wird die Differenz ^^ — |j<^^ mit der Differenz 
x^ — a:/^^ von derselben Ordnung unendlich klein; das folgt aus 
Satz V von § 7. Femer aber: wenn bei Annäherung von x^ an x^^^ 
z. B. die Determinante (4) von der zweiten Ordnung Null werden 
sollte, so müßte zugleich mit ihr auch diejenige Determinante Null 
werden, die aus ihr dadurch entsteht, daß man alle Elemente der 
ersten Zeile durch ihre ersten Diflferentialquotienten nach x^ ersetzt 
Man kann annehmen , x^ , . , x^ und y^ , y^ ' ' * Vn seien so gewählt, 
daß das nicht eintritt. Dann folgt, daß Zähler und Nenner von (9) 
stets von derselben Ordnung Null, bzw. unendlich werden. Der 
Quotient (9) selbst ist also dann eine Funktion des Flächenpunktes ar^, 
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die nirgends unendlich wird, folglich nach § 5^ VI eine Konstante. 
Diese kann von 1 nicht verschieden sein. Wenn man nämlich die 
Punkte X., y., rj^ und. alle |j bis auf einen beliebig vorschreibt und 
diesen so wählt, daß die 1^ und fj^ zu den x^ und y^ äquivalent 
werden, so ist 

10) g(£, ri?^cq[x,y)\ 

wo c eine von x^ unabhängige Größe bedeutet Da wir aber die x 
und y unbeschadet des Wertes von q{x^ y)^ beliebig vertauschen 
dürfen, so folgt, daß diese Größe auch von den übrigen x und 
den y nicht abhängen kann. Ihr Wert ergibt sich als 1, wenn 
man die | mit den x und die y mit den 17 zusammenfallen läßt 
Das Quadrat der Funktion q hängt also nur ab von u\ und zwar 
ist es eine elliptische Funktion von m, deren Perioden mit den 
Periodizitätsmoduln von u identisch sind. Aus der oben vor- 
genommenen Bestimmung der Null und der Unendlichkeitsstellen 
ergibt sich die Gleichung: 

1 1 \ f \ J^{x,y) •> 0" w 

j 1 \ ' :/j Dj (oj, y) 1 (Ti t* 

WO C^ eine von u unabhängige Größe bezeichnet; und analoge Glei- 
chungen erhält man für die übrigen Sigmaquotienten. 

Da alle elliptischen Funktionen sich durch die drei Sigma- 
quotienten rational ausdrücken lassen, so folgt: 

Jede Funktion beliebig vieler Flächenpunkte ^ die für alle äqui' 
vcdenten Punktsysteme denselben fVert hat, läßt sich rational durch die 
vier Determinanten D ausdrücken. 

Der Ausdruck „Funktion der Fläche'^ ist dabei in dem § 4 a. E. 
definierten Sinne zu verstehen. 

Die sich hier anschließende Frage nach der Beziehung zwischen 
^ai^^y) ^^^ ^a^ müssen wir beiseite lassen; nur darauf sei noch 
hingewiesen, daß die in § 26 auftretenden Determinanten spezielle 
Fälle der hier behandelten sind. 
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1) 



SIEBENTER ABSCHNITT. 



Beduktion der elliptischen Integrale I. Gattung 

auf kanonische Formen. 

§ 62. Umformung des elliptischen' Integrals I. Gattung durch 
lineare Transformation der Integrationsvariabein. 

Führen wir in das elliptische Integral I. Gattung: 

r d% 

u = \ — — 

J yaQ ** + 4 Ol it'* + 6 a, rt* + 4 flfg « 4- «4 

_ r dx 

J y^o (* - «o) (* - «i)(* - «2)(* - «s) 



durch die lineare gebrochene Substitution: 

eine neue Integration s variable ein, so hebt sich {yi+S)"'^ aus 
Zähler und Nenner weg und wir erhalten wieder ein Integral der- 
selben Form: 

d^ 



3) u=^{aS-ßy)f 



Die dabei auftretende rationale ganze Funktion vierten Grades 
hat den Wert: 

wir sagen von ihr: qp(Q geht durch die lineare Substitution (2) aus 
f(z) hervor. Dabei ist aber wohl zu beachten: die lineare Substi- 
tution ist bestimmt, wenn nur die Verhältnisse der Koeffizienten 
^> ß» Tf S gegeben sind, sie ändert sich nicht, wenn man diese vier 
Koeffizienten gleichzeitig mit einem und demselben Faktor multipliziert. 
In (p{^ kommen aber die Koeffizienten selbst vor; tcill man sich 
also der erwähnten Bedeweise bedienen, so muß man sich diese Koeffi' 



§ 62. Umformung des eUiptisehen Integrals L QaUung, 1«59 



Zierden selbst, nicht nur ihre Verhältnisse^ als gegeben denken. Dann 
kann man den Satz aussprechen: 

I. Geht (p{^ durch die lineare Substitution (2) aus f(z) hervor j 
so ist: 

5) {J^^{a8^ßr)f-ß:^^ 
^ J V/W ' '^J V7(0 

Man pflegt nun zu definieren: 

IL Eine Funktion der Koeffizienten a^, . . ., a^ von f und der 
Variabein z, die die Eigenschaft hat, daß swischen ihr und derselben 
Funktion der Koeffizienten a^, . . ., a^' von (p und der Variahein ^ die 
Relation besteht: 

6) \p (^; a^\ . . ., ö/) = («(?- ßrYyj{zi flo» • • -> ^i)y 

heifit eine (relative) Covariante von f vom Gewichte r. 

III. Eine Covariante vom Gedeichte heißt absolute Covariante. 
In dieser Terminologie lautet Satz I: 

IV. Bas elliptische Integral L Gattung ist eine Covariante der 
Grundform f vom Gewichte — 1. 

Häufig ist es bequemer, statt der Koeffizienten die Wurzeln 
von f also die Verzweigungspunkte, als gegeben zu betrachten ; man 
muß aber zu ihnen einen Koeffizienten, etwa a^, noch mit hinzu- 
nehmen, da durch sie allein zwar die Gleichung /*= 0, aber nicht 
die Funktion f selbst bestimmt ist. Der entsprechende Koeffizient a^ 
der transformierten Funktion ist dann: 

Ihre Nullpunkte sind: 

8) < = - ^"*"/ (Ä = 0,1,2,3); 

d. h. sie werden aus den Nullpunkten der vorgelegten Funktion 
durch dieselbe Substitution erhalten, wie die neue Integrations- 
variable aus der alten. Aus IB § 15, II folgt, daß man die Koeffi- 
zienten der Substitution (2) so wählen kann, daß von diesen Null- 
punkten der transformierten Form drei beliebig vorgeschriebene 
Werte erhalten, oder daß sie überhaupt drei Bedingungen erfüllen. 
Infolgedessen kann man durch lineare Substitution jedes vorgelegte 
Integral auf eine .^kanonische Form^^ bringen. Für die Auswahl einer 
solchen kanonischen Form können verschiedene Rücksichten maß- 
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gebend sein; es ist nicht möglich, eine Form anzugeben, die in 
jeder Beziehung den Vorzug verdient. Wir werden vielmehr in den 
drei nächsten Paragraphen drei verschiedene solche Formen be- 
sprechen. 

§ 63. Die erste (RiEMANNSChe) Normaiform. 

Eine erste Normalform erhalten wir, wenn wir die Koeffizienten 
der Substitution § 62, (2] so wählen, daß drei bestimmte der neuen 
Verzweigungspunkte, etwa a^, a( und a^', bzw. nach oo, und 1 
fallen. Zufolge IB, § 15, IV und VII hat die Substitution dann 
die Form: 



1) 

oder umgekehrt: 
2) 



C = 



* - «1 . «« - «1 



«. — Oo «1 — «0 



z = 



(«» - «o)«l - («2 - «l)«0 C 
(«, - «o) - («, - tfj C ' 



3) 



4) 



5) 



Z — «n = - 



z — a, = 



2? — a« = 



(«1 - «o) («a - «o) 
(«« - «o) ^ («t - «i) C ' 

( «« - « i)(«i -_«q)_ 
(«« - «o) - («i - «i) C 

(«t - ffo) («1 - «2) 



6) 

wenn nämlich: 

7) 



z — 



a (ot, - «o) - («, - aj) ^ 

^ _- («> - «0) («1 - »3) 

^ («s - «o) - («« - «1) >' 



?, 



(1 - a 



(i-^a 



^ _ («a - «i) (gp - gg ) _ 



Of« — «1 «o — ff 



l . "3 



(«1 - ffo) («1 - «s) «2 - «0 * «8 - «C 



gesetzt wird. Man hat dann (am bequemsten aus (8)): 



8) dz 

also schließlich: 



__ («1 - go)(«g - ffo)(«< "^ ^\) fjy 

[K - «0) - («2 - «1) a^ >' 



») 



• 

/ 



Ol 



dx 



V Oo (» - «o) (* - «i) (» - «2) (* - «s) 



^ 1 r rf: 

vT«2 - «0) («8 - «1) ^ i/äoC(i -0(1 - 



U) 
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Das Vorzeichen der vor dem Integralzeichen stehenden Quadrat- 
wurzel auf der rechten Seite kann willkürlich genommen werden; 
das der anderen bestimmt sich dann für die Umgebung eines Ver- 
zweigungspunktes (z. B. z = «j , f = 0) durch Vergleichung der 
Anfangsglieder von Reihenentwicklungen, weiterhin durch analytische 
Fortsetzung. 

Die Transformation in diese Normalform ist auf 24 verschiedene 
Arten möglich^ da man die vier Indizes 0^ 1, 2, 3 auf 24 Arten 
auf die vier Verzweigungspunkte verteilen kann. Je vier dieser 
Arten geben aber nach I B, § 15, VIII immer denselben Wert von A 
sowohl, wie von dem vor dem Integralzeichen rechts auftretenden 
Faktor. 

§ 64. Die zweite (WEiERSTRASSScIie) Normalform. 

Auf eine zweite Normalform werden wir geführt, wenn wir davon 
ausgehen, daß die Funktion 



\J Vfix)l 



nach § 55, (11) und § 56, (4) eine lineare gebrochene Funktion von z 
ist. Bezeichnen wir sie mit J, so entsprechen 

den Werten von z: a^ a^ a^ u^, 

bzw. die Werte von ^: e^ oo e^ e^. 

Wir haben in § 55 (11) bereits die Formel angegeben, die f 
durch z ausdrückt, und brauchen ihr jetzt nur noch ihre Auflösung 
nach z beizufügen; wir erhalten: 

Oo «1* + 8 a^ «1* + 3 a, C4 + o. 



1) 



z 



= «i+-T3 



? - i («0 «i* + 2 a, «, + «,) 






Durch diese Substitution geht das vorgelegte Integral über in: 

2) r de 

Auch die Transformation in diese Normalform ist auf 24 ver- 
schiedene Arten möglich, entsprechend den 24 Permutationen der 
4 Verzweigungspunkte; von diesen 24 Arten geschehen aber immer 
je 6 durch dieselbe Substitution (1) und unterscheiden sich nur durch 

BxTRXHABDT, FunkttoiieiL n. Zweite Aufl. 11 
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die Numerierung der e. Die Koeffizienten der Normalfonu sind 
Bymmetrische Funktionen der e^] daraus würde man zunächst 
schließen, daß diese Koeffizienten bei je 6 Permutationen der £c ihre 
Werte nicht ändern, also nur je vier verschiedene Werte haben 
können. Die Ausführung der Rechnung (§ 55, 18, 19) hat jedoch 
für diese Koeffizienten der Normalform Werte ergeben, die sich 
rational durch die Koeffizienten der vorgelegten Form ausdrücken, 
also bei keiner Vertauschung der Wurzeln derselben sich ändern. 

§ 65. Die dritte (LEGENORESche) Normalform. 

Eine dritte Normalform, die namentlich in den älteren, an 
Legendbe, Abel und Jaoobi anschließenden Arbeiten fast aus- 
schließlich benutzt wurde, erhält man, wenn man verlangt, daß die 
Verzweigungspunkte einander zu je zweien entgegengesetzt gleich 
sein sollen. Man kann dann noch einem Verzweigungspunkt einen 
beliebigen Wert vorschreiben, etwa den Wert 1, so daß ein zweiter 
nach — 1 fällt; bezeichnet man die beiden anderen mit ± /i"^ und 

verlangt, daß 

den Punkten: z =^ aQ a, a^ cc^, 

bzw. die Punkte: ^=1 fi"^ — /i"^ — 1 
entsprechen sollen, so erhält man folgende Formeln: 

1^ p __ «2 - « 1 . «8 - «1 ^ -fl'^-fX-^ . - 1 - ^" ^ ^ ^ 1^' 

also: 

Zu jedem der sechs verschiedenen Werte von X gehören also 
vier verschiedene Werte von fi. Alle diese 24 Werte sind von- 
einander verschieden; aber je vier von ihnen unterscheiden sich nur 
durch Faktoren, die Potenzen von i sind. Jeder dieser Werte läßt 
sich übrigens rational durch jeden anderen ausdrücken; ist /i irgend 
einer der vier in der Formel (2) enthaltenen Werte, so sind die drei 
anderen: — jm, fi~'\ — fjk~'^. Ersetzt man Ä durch 1 — Ä, so erhält 
man vier Werte, von denen einer ist: 



^i~|/i-;i^|/i-Ai-^2^i-iu2i-/u' 

also die drei anderen: 

1 - fi ' l + fl ' 1 + /M * 
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Ersetzt man A durch - — -^ so erhält man die vier Werte ifi, 

— ifjL, ifJ''"^, — i/u'"^. Die 12 noch übrigen Werte sind nun leicht 
zu bilden. 

Jede lineare Substitution, die einen dieser 24 Werte in einen 
anderen überführt, muß sie notwendig alle unter sich permutieren; 
und die 24 linearen Substitutionen, die man so erhält (die Identität 
mitgerechnet), müssen eine Gruppe bilden. Man erhält also hier 
nebenbei eine endliche Gruppe, die aus 24 linearen Substitutionen 
besteht. Sie führt den Namen der Oktaeder gruppe. 

Die zugehörigen Substitutionen der Integrationsvariabein er- 
halten wir am bequemsten, wenn wir den Durchgang durch die erste 
Normalform nehmen. Wir finden: 

1 - * 1 - 00 - ^-« - ii"^ ' - /U-« - 1 ' 

d. h.: 

' ^ 2 |U« 1 - ä ' ^ /*« 1 + |U« - 2 C 

und daraus: 

also * 

andererseits: 

"^ 2^« (i-i)^ ' 
also schließlich: 



4) f- ^ == = (1 + m') r 



na - 0(1 - u) J 1/(1 " a*)(i - iti*a«) 

Da wir die vier Verzweigungspunkte auf 24 verschiedene Arten 
anordnen können, und da nach (2) zu jeder dieser Permutationen zwei 
Werte von /[** gehören, so scheint es auf den ersten Blick, als ob die 
Transformation auf diese Normalform durch 48 verschiedene Substi- 
tutionen geschehen könnte; tatsächlich sind aber je zwei von ihnen 
identisch, also nur 24 wirklich voneinander verschieden. (Z. B. bleibt 
das } der Gleichung (3) ungeändert, wenn man ^ durch 1 — ^ und 
fjfl durch — /Li* ersetzt). Je vier von diesen Substitutionen führen 
auf denselben Wert von ju*, aber auch auf denselben Wert des vor 
das Integralzeichen tretenden Faktors; das letztere erkennt man, 
wenn man die Gleichung (4) mit § 63, (9) verbindet. 

11* 
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§ 66. Die linearen Transformationen eines eiliptischen integrais 

I. Gattung in sicli seibsi 

In allen drei in den letzten Paragraphen untersuchten Fällen 
hat sich herausgestellt, daß man bei je vier verschiedenen Trans- 
formationen auf eine Normalform dieselben Werte der in der 
Normalform auftretenden Eonstanten erhält Es muß also auf drei 
verschiedene Arten möglich sein, ein in der Normalform vorgelegtes 
elliptisches Integral I. Gattung durch Einführung einer neuen Inte- 
grationsvariabeln, die eine lineare gebrochene Funktion der gegebenen 
ist, in ein Integral derselben Normalform mit denselben Konstanten 
überzuführen. Man könnte die Substitutionen, die das leisten, aus 
den allgemeinen Formeln der vorigen Paragraphen zusammensetzen; 
man bekommt sie aber bequemer durch folgende Überlegungen: 

Der dritten Normalform sieht man unmittelbar an, daß sie durch 
jede der drei Substitutionen: 

^) i "^ Jj ä ^^ „2 , » ä ^^ "" ~7^ 



in ein Integral derselben Form, mit demselben Werte von jtt* über- 
geführt wird. 

Für die erste Normalform erhalten wir die betreflFenden Sub- 
stitutionen am einfachsten, wenn wir davon ausgehen, daß das 
Doppelverhältnis von vier Punkten ungeändert bleibt, wenn man 
zwei von den vier Punkten und gleichzeitig die beiden anderen 
Punkte vertauscht (I B, § 15). 

Die Substitution, die 1 ^7^ 00 

in 1 00 A-i 

überführt, lautet: 

2) 



" 1 - iC ' 



die Substitution, die 1 A-^ oo 

in J,-i oo 1 
überführt, lautet: 

3) ^' = i^' 

endlich die Substitution, die 1 A~^ oo 

in 00 A,-i 1 
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überfuhrt, lautet einfach: 

Für jede dieser drei Substitutionen besteht die Gleichung: 

5) r — -^j^=r ^ '''' 

(bei geeigneter Bestimmung des Vorzeichens der Quadratwurzeln), 
Ebenso erhalten wir für die zweite Normalform: 



die Substitution, die oo e^ e 



2 ^8 





m e^ 


00 e, e. 


überführt, lautet: 


6) C' = Äj + («8-'^)(^-«i). 


Dabei wird: 




r - e^ = (ej - ^2) 


1 ^3 "" ^1 


-(^. 'A~-l^ 






also auch hier: 



i) r-__=iiL_=r 



dt 



ß-ei)(C-e,)K-es) 



Die beiden anderen Substitutionen, die die zweite Normalform in 
sich überfahren, gehen aus dieser durch Vertauschung der Indizes 
1, 2, 3 hervor. 

Überhaupt kann man jedes elliptische Integral I. Gattung auf 
drei verschiedene Arten durch eine lineare gebrochene Substitution 
in ein Integral derselben Form mit denselben Verzweigungspunkten 
transformieren. Sind cc^, a^, a^, a^ die Verzweigungspunkte, so 
lautet eine dieser Substitutionen: 



^ — «0 . «2 — «0 __ ^' — «1 . «8 ~ «1 



X — a^ «2 — «1 *' — ofo ofg — «0 
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oder: 



8) 



^ — « __ («8 — «o) («8 — ttp) ^' — «1 . 
X - Ol («2 - ff J («8 - «i) »' - «0 ' 



man erhält für sie durch Rechnung oder aus I B, § 15: 



» — Of, 



«0 — «g 
«0 — «1 



oder: 

9) 
und: 



* — a. 



« — ff. 



ffn — fffl 



«0 - «1 



oder: 

10) 

also: 



X ^ a 



X — n. 



8 __ 



x' 
x' 


- «8 . «1 - 

- «0 * «1 - 


«8 
«0 


«• - 


(Xq X — «8 




«8 - 


«1 *' - «0 




x' 


- ffj ff, - 


«« 


" x' 


- «0 * «1 - 


«0 


<H - 


«0 »' - «2 . 





ff, — ffl Jt' — «rt 



(X - «o) (* - ffg) (* - «8) /(«« - «o) («8 - ffo)\ * (»' - «l) (*' - «2) (*' - «s) . 



{X - a,r 

andererseits: 



-(: 



(«2 - «l) («8 - «1); 



(*' - «0)' 



dx 



(«2 - «0) («8 - «o) d X' 



(X - a,y 



(«2 - «l) («8 - «l) (*' - «0)* ' 



also schließlich, bei geeigneter Bestimmung des Vorzeichens der 
Wurzel: 



11) 



/dx 
y «0 (* - «o) (* - «1) (* - «2) (* - «8) 

= r '^^^ 

J l/ao (»' - «o) (*' - ofi) {x' - ffj) (jt' - «8) 



Die beiden anderen Substitutionen ergeben sich aus dieser durch 
Indizesvertauschung. 

Durch diejenige von diesen Substitutionen, die cCq mit a^ und 
aj mit «3 vertauscht, können die Gleichungen (8) von § 8 [vgl. auch 
§ 66, (1), (2)] direkt bewiesen werden. 
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ACHTEE ABSCHNITT. 



Lineare Transformation. 

§ 67. Obergang von einem primitiven Periodenpaare zu einem 

anderen durcli lineare Transformation. 

Wir haben bisher die Gesamtheit der Perioden eines Körpers 
elliptischer Funktionen stets in der Weise dargestellt, daß wir zwei 
Perioden 2(d^, 2co^ als gegeben annahmen und dann die sämtlichen 
Perioden durch: 

1) 2k^(o, + 2Ä3Ö?3 (Äj, *3 = 0, ±1, ± 2 . . .) 

ausdrückten. Wir hatten das geometrisch so formuliert, daß wir 
die Periodenpunkte als Knotenpunkte eines von zwei Scharen 
paralleler Geraden gebildeten Gitters ansahen, die bzw. zu den 
Strecken . . . co^ und . . . ojj parallel waren (§ 12), Wesentlich 
für unsere Untersuchungen war aber immer nur die Oesamtkeit der 
Perioden^ geometrisch: die Gesamtheit d^r Knotenpunkte des Gitters; 
daß wir diese Gesamtheit ursprünglich aus zweien unter ihnen in 
der Form (1) zusammengesetzt hatten, war wenigstens im 11. und 
III. Abschnitt ganz zurückgetreten. Es würde daher nahe liegen, 
von dieser Gesamtheit auszugehen und zu fragen, wie man in ihr 
zwei Perioden von der Beschaffenheit wählen kann, daß sich alle 
anderen in der Form (1) durch sie ausdrücken. Doch wollen wir 
diese Frage in der Weise beantworten, daß wir von einer bestimmten 
Darstellung (1) ausgehen und zusehen, wie wir aus ihr die übrigen 
ableiten können. 

Aus zwei bestimmten Halbperioden: 



2) 






lassen sich alle übrigen linear mit ganzzahligen Koeffizienten zu- 
sammensetzen, sobald das mit w^ und (o^ selbst der Fall ist, sobald 
also in der Umkehrung der Gleichungen (2): 
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», j 

die Determinante: 
4) 


d r ß , 

«3= - jj^l + Z)«^3 





in a, /?, y und ^ aufgeht. Dann muß aber D^ in a3 und ß y, also 
auch in D aufgehen; und das ist nur möglich, wenn jD = ± 1 ist. 
Also folgt: 

I. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür y daß die 
Gesamtheit der aus 2(0^', 2(o^ sich ergebenden Perioden mit der Ge- 
samtheit der aus 2(0^, 2q)^ sich ergebenden identisch sei, ist: 

5) D=±l. 

Dabei ist jedoch noch ein Umstand zu berücksichtigen. Wir 
haben seit § 14 immer an der Festsetzung festgehalten, die Be- 
zeichnung sei so gewählt, daß der Quotient r = 0^3 /ö>i einen positiven 
imaginären Bestandteil hat. Nun ist, wenn r = a: + zy gesetzt wird: 

6^ ' = -5^ = r -i-öi x + iy ) ^ (« + ß x)ir + dx) + ßÖy^ 4- iPy 

^ ^ 0)/ a + 'ß(x + iy) ~ (ff + ßxf ^ßy^ 

Der imäginUre Bestandteil von (o^ jco^' ist also nur dann auch 
positiv, wenn 2> positiv ist. Aus diesem Grunde setzen wir fest: 

II. Im folgenden sollen nur solche Substitutionen (2) untersucht 
werden, für welche 

7) D= +1 

ist. Man nennt solche Substitutionen „unimodular*^. 

Man nennt ein Paar von Perioden einer Funktion, durch die 
sich alle anderen in der Form (1) ausdrücken lassen, „ein primitives 
Periodenpaar^'.^ Der Übergang von einem primitiven Periodenpaar 
zu einem anderen durch eine Substitution (2) unter der Bedingung (7) 
heißt lineare Transformation der Perioden, 

Die Bedingung J9 = 1 schließt aus, daß die vier Koeffizienten 
^> /?> /> S einen ihnen allen gemeinschaftlichen Teiler haben. In- 

^ Nicht jedes Paar von Perioden, von denen jede einzelne primitiv ist im 
Sinne der I A,i § '76, V gegebenen Definition, ist ein primitives Periodenpaar 
im Sinne des Textes. 
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folgedessen bleibt das Periodenverhäitnis t nur bei zwei linearen 
Feriodentransformationen ungeändert: nämlich bei der ^^id^^^ti^cben 
Transformation'^ bei der die Perioden überhaupt nicht geändert 
werden, und bei gleichzeitigem Vorzeichenwechsel beider Perioden: 

8) cöj' = — ft>j, (üg' = — G>3, t' = r. 

Es genügt deshalb für viele Zwecke ^ nur die gebrochenen linearen 
Substitutionen (IB, § 14 ff.) des Periodenverhältnisses: 

^ ' ^ " a + ßi' ^ -;- d-ßj' 

zu untersuchen; zu jeder solchen Substitution, in der a, ß, y, d 
ganze Zahlen der Determinante 1 sind, gehören zwei und nur zwei 
lineare Periodentransformationen. Wir bedürfen filr das Folgende 
einer kurzen Bezeichnung dieser Substitutionen: 

m. Unter einer Modulsubstitution versteht man eine gebrochene 
lineare Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten der Determinante 1, 



§ 68. Aufbau der Gruppe der Modulsubstitutionen 
aus erzeugenden Operationen. 

I. Die Gesamtheit der Modulsubstitutionen bildet eine Gruppe 
(IB, §14, VII). 

Denn die Zusammensetzung zweier Modulsubstitutionen liefert 
nicht nur, wie bereits IB, § 14, VI ausgesprochen, wieder eine lineare 
Substitution, sondern die dortigen Formeln (11) zeigen auch, daß 
die Koeffizienten der resultierenden Substitution ganze Zahlen werden, 
wenn die der komponierenden es sind; und aus dem Multiplikations- 
satz der Determinanten oder durch elementare Rechnung folgt, daß 
die Determinante der resultierenden gleich dem Produkt der De- 
terminanten der komponierenden ist, also letztere ebenfalls = 1, 
wenn jede der beiden ersteren = 1 ist. 

Diese Gruppe enthält, unendlich viele Operationen; man kann z. B. 
für a und ß ein ganz beliebiges Paar zueinander teilerfremder 
ganzer Zahlen wählen und dann y und 8 noch auf unendlich viele 
Arten so bestimmen, daß die Determinante = 1 wird (wie aus der 
Theorie der sog. diophantischen Gleichungen, bzw. der Kettenbrüche 
bekannt ist). Aber ihre Operationen bilden keine kontinuierliche 
Mannigfaltigkeit; die Parameter, von denen sie abhängen — eben 
die a, ß, y, Ö — , sind nicht kontinuierlich veränderlich, sondern auf 
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ganzzahlige Werte beschränkt. Eine solche Gruppe nennt man 
diskret; wir können daher den Satz aussprechen: 

IL Die Gruppe der Modulsubstitutionen ist eine unendliche 
diskrete Gruppe. 

Drei besondere Substitutionen dieser Gruppe werden wir be- 
sonders häufig zu benutzen haben und bezeichnen sie deshalb so- 
gleich mit eigenen Buchstaben: 

1) 8: t' = 1 + T, 



2) T: r = -|, 

3) C^; t' = - 1 - -^ = - ^-t^. 

Aus diesen Substitutionen lassen sich weitere zusammensetzen 
Um solche Zusammensetzungen Ton Substitutionen bequem schreiben 
zu können^ setzen wir fest: 

m. Mne Gleichung zwischen Substitutionen, die die Form hat: 

4) r^sT • 

oder ausfuhrlicher: 

5) V{T)^S[T{t)] 

soll bedeuten: V(t) ist diejenige lineare Funktion x" von t, die man 
erhält, wenn man erst t' = T[r) und dann x" = S(t') bildet} 
Beispielsweise ist 

Sy(T) = 1 - T-S TS{t) = - (1 + t)-1; 

diese beiden Substitutionen sind also voneinander verschieden, die 
Zusammensetzung von 8 und T zu 8T ist keine kommutative Operation 
(I A, § 2, IV). Dagegen geht aus ihrer Definition unmittelbar hervor, 
daß sie assoziativ ist (lA, § 2, TITj, daß wir also beim Aneinander- 
reihen mehrerer solcher Symbole keine Klammem zu setzen brauchen. 
Statt 88, 888, ... . können wir daher auch 5*, S', . . . . schreiben 
(vgl. IB, § 22); diese „symbolischen Potenzen" von 8 genügen dann 
dem Gesetze: 

6) S« + « = iS«S». 

Es ist zweckmäßige diese Bezeichnung so auszudehnen, daß dem 
Exponenten auch der Wert und negative Werte beigelegt werden 

^ Manche Schriftsteller bezeichnen dasselbe gerade umgekehrt mit 
V= TS („lesen die Zusammensetzung von links nach rechts"). 
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können. Unter 8^ versteht man dann die „identische Substitution", d. h. 
diejenige^ die t in sich selbst überführt (t' = t), unter S"^ die ,yzu 
S inverse Substitution" (IB, § 22, Ha), für die SS-i = 5-^5 = S<> 
oder^ wie man auch schreibt^ =s 1 ist. Auch für solche Exponenten 
bleibt die Gleichung (6) bestehen. 

Gibt es Exponenten^ für die die Gleichung: 

7) S« = 1 

besteht, so nennt man den kleinsten positiven unter ihnen die Ord- 
nunff von S und diese selbst eine zyklische oder periodische Substi- 
tution (vgl IB, § 18, VII). 

Z. B. sind die Substitutionen T und U zyklisch, erstere von 
der zweiten, letztere von der dritten Ordnung; es ist nämlich: 

8) T^:...t' =^ ^[-T-^)-^=^T, 

9) [^2: . . . r' = - 1 - (- 1 - T-i)-i = ^, 

10) ?/»:... r' = \\^ = r. 

T 

Dagegen ist: 

11) S«:...T=T + n; 

S ist also nicht zyklisch. 

Man kann nun den Satz beweisen: 

IV. Die Gruppe der Modulsubstitutionen läßt sich aus S und T 
y^erzeugen"; mit anderen Worten^ jede Modulsubstitution läßt sich durch 
eine Aufeinanderfolge geeigneter Potenzen von S und T darstellen. 

Ist nämlich in einer Modulsubstitution | /? | > | ^ | > so setzen 
wir zunächst: 

12) ^' = -f; 

Tq ist dann eine lineare Funktion von r: 

in der der Koeffizient von r im Nenner dem absoluten Betrage nach 
kleiner ist als der im Zähler. Ist von Anfang an | /? [ ^ | ^ | , aber 
/9 ^= 0, oder im anderen Fall, ist das durch die Substitution (12) 
erreicht, so bestimmen wir (was stets, und zwar im allgemeinen auf 
zwei Arten geschehen kann) eine ganze Zahl m^ so, daß: 

14) \m,ß--S\<\ß\ 
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wird. DanD können wir schreiben: 

Setzen wir also: 

T (bzw. To) = S^Tt^', 
so ergibt sich: 

^ ' — /i + <^. ^ 
^ "■ «1 + ft T ' 

mit folgenden Werten der Koeffizienten: 

a^=^m^cc^ y, ß^ = m^ ß - S, 7^ = cc, S^ = ß, cc^ S^ - A ^i = 1- 

Die Bedingung | /S^ | < | Jj | ist also zufolge (14) wieder erfüllt; 
ist ßj^ nicht gleich 0, so bestimmen wir eine ganze Zahl m^ so, daß 

l^aA-^i \ <\ßi\ 



wird und setzen: 



Daraus ergibt sich: 



T^' =^S^*Tt^\ 



7 ' — /a + <^« ^ 
2 «2 + 1^4 T 



mit: 

^^2^2-/^2^2 = 1> 

also I /Sa I "^^ I ^2 I • ^^^ SLUch ß^ noch nicht gleich 0, so können wir 
das Verfahren fortsetzen; wir müssen aber jedenfalls nach einer 
endlichen Anzahl von Schritten zum Ziele gelangen. Denn das 
Verfahren liefert eine Folge von ganzen Zahlen ß^ ß-^^^ ß^t ßz> - - "> 
von denen jede dem absoluten Betrage nach kleiner als die vorher- 
gehende ist; es muß also notwendig spätestens bei dem ß^^ Schritt 
in dieser Folge die Null auftreten. Sei ß^ = 0, dann folgt aus 

daß cc„ = d^= ±\ sein muß, also: 

T ' = T + y = S^ym. 

n — • n 

Damit ist in der Tat die vorgelegte Modulsubstitution in der Form: 

15) S^TS^T . . . S^n-lTS±Yn, 

bzw.: 

15a) TS-^TS-^T . . . S^n-iTS±rn 
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dargestellt, Satz IV also bewiesen. Man sieht, daß das Verfahren 
im wesentlichen auf die Entwicklung von S/ß in einen Eettenbruch 
hinauskommt. 

Wenden wir es z. B. auf U an, so haben wir: 

a = 0, /?=-!, y=l, ^ = 1, 
wir haben also wi, « — 1 zu setzen. Damit wird 

^i = -l» A=0, ri=0, ^i = -l. 
Es wird also schon Tg' = t, und es ist somit: 



16) 


U - 5-1 T. 


Folglich ist: 




17) 


U-i^j>-iS^I 


und deshalb nach (10): 




18) 


T8T8TS= 1 


oder: 




19) 


S-i = T8T8T. 



Vermittelst dieser Gleichung kann man, wenn man will, die 
Potenzen von 8 mit negativen Exponenten aus dem Ausdruck einer 
beliebigen Modulsubstitution durch 8 und T (15 oder 15 a) entfernen. 
Man erhält z. B.: 

20) U=TSTS. 

§ 69. Einfluß der linearen Periodentransformatlonen 
auf die elliptieclien Funktionen zweiter Stufe. 

Während /??/, ^u, au ihrer Definition durch unbedingt kon- 
vergente Eeihen, bzw. Produkte gemäß nur von der Gesamtheit der 
Perioden, nicht von der Auswahl eines einzelnen primitiven Perioden- 
paares abhängen, also beim Übergang von einem solchen Perioden- 
paar zu einem anderen ungeändert (invariant) bleiben, ist das mit den 
im IV. Abschnitt untersuchten elliptischen Funktionen zweiter Stufe 
nicht mehr der Fall; denn in ihrer Definition spielen bestimmte 
einzelne Perioden eine besondere Rolle. 

Um diese Änderungen zu bestimmen, gehen wir zurück auf 
die Entwicklungen von § 28, die zu Sigmafunktionen mit Indizes 
gefuhrt haben. Vermehrt man diese Indizes um ganze Zahlen, so 
bleiben die Multiplikatoren ungeändert (§ 28, (9)). Aus § 20, (10) 
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geht dann hervor, daß diese Sigmafunktionen mit Indizes sich nur 
um einen konstanten Faktor ändern können, wenn wir ihre Indizes 
um ganze Zahlen ändern. Wir können auch diesen Faktor noch 
beseitigen, wenn wir mit dem Wert der Funktion für irgend einen 
speziellen Ai^punentwert, z. B. für « = dividieren.^ Wir erhalten 
so den Satz: 
I. Ss üt: 

* (T ^ ^ (0) <r (0) ' 

wenn p^, p^ beliebige ganze Zahlen bedeuten. 

Andererseits folgt unmittelbar aus der Definition der Sigma- 
funktionen mit Index der Satz: 

n. Führt man an Stelle der Perioden 2(X)-^y 2(o^ durch die Sub- 
stitution (2) von § 67 andere ein, so erhält man: 

Sind v^, v^ rationale Brüche mit dem Nenner n, so werden 
auch av^ + ß'^^j Y'^i + ^^s Breche mit diesem Nenner. Reduziert 
man diese Brüche mit Hilfe der Gleichung (1) auf ihre echt ge- 
brochenen Bestandteile, so lehrt die Gleichung (2): 

m. Es gibt eine endliche Anzahl von Sigmafunktionen mit In- 
dizes, die Brüche mit dem Nenner n sind; diese werden bei jeder 
linearen Periodentransformaiion nur unter sich vertauscht. 

Insbesondere gilt das auch im Falle n = 2, d. h. für die drei 
Weiebstbass sehen Nebensigma. 

Zufolge des Satzes IV von § 68 sind wir imstande, diese Ver- 
tauschungen für jede beliebige vorgelegte lineare Periodentransfor- 
mation anzugeben, sobald wir sie für die beiden erzeugenden Trans- 
formationen S und T kennen. Dabei ist zu beachten: Zwar ent- 
sprechen (§ 67 am Ende) jeder gebrochenen Substitution des 
Perioden Verhältnisses zwei verschiedene Transformationen der Perioden 
selbst. Aber diese brauchen wir hier nicht zu unterscheiden; denn 
die drei Nebensigma bleiben, wie aus ihren Definitionen (§ 30) 
hervorgeht, ungeändert, wenn man (o^ und Ö3 durch — <»j und 
— cög ersetzt. 

Aus (2) folgt speziell: 

4) ö-n,r,(w I 0>3, - öj) = (7_^., y^ {U I 0?!, (Ö3). 

^ fTviVtiO) ist nur 0, wenn v^ und v^ selbst ganze Zahlen sind; dieser Fall 
führt auf die ursprüngliche Sigmafunktion zurück. 
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Bezeichnen wir also die ,,tran8formierten^' Funktionen durch 
Überstreichen, so erhalten wir: 

für 8: 
für T: 

Aus diesen Formeln erhält man die entsprechenden Formeln 
für jede beliebige andere lineare Periodentransformation durch Zu- 
sammensetzung; so z. B. für £^= Ä-^r (§ 68, 16): 

7) ^j w = (Tg M, ff^u =s a^u, d^j M = <Tj w ; 

ar ü^: 

8) ^j M = ö-g U, ^3 M = ö-j W, ^8 " ~ ^a ^» 

endHch für US^S'^TS: 

9) tf 1 M = 0*2 M, ^2 ^ '^ ^l ^'^ ^S ^ = ^3 ^• 

Damit haben wir, die Identität (§ 68, p. 171) mitgerechnet, bereits 
sechs lineare Periodentransformationen; bei jeder derselben sind die 
transformierten Funktionen ff^ u, ff^ u, ü^ u zusammen den ursprüng- 
lichen a^Uj (T^u, (T^u gleich, aber jedesmal in anderer Beihenfolge. 
Es gibt aber nicht mehr als sechs yerschiedene Anordnungen von 
drei Elementen; also können wir sagen: 

IV. Durch lineare Transformation der Perioden können die drei 
Nebeneigma auf jede überhaupt mögliche Art miteinander vertauscht 
werden. 



§ 70. Einfluß linearer Periodentranefbnnationen auf die Wurzel- 
großen ye^ - Cß und y«« - Cß. 

Was von den Nebensigma im Torigen Paragraphen bewiesen 
wurde, gilt auch von den Größen e^, e^, e^ und von ihren Differenzen. 
Außerdem haben wir aber in § 32 auch bestimmte Werte der 
zweiten und der vierten Wurzeln aus diesen Differenzen als ein- 
deutige Funktionen der Perioden definiert. Wenn nun bei einer 
bestimmten linearen Periodentransformation etwa «^ und e^in ^ ^ e^ 
und g, = e^ tibergefilhrt werden, und wenn man dann mit V^"—"^ 
denjenigen Wert dieser Wurzel bezeichnet, den die früher mit 
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y^i ■" ^2 bezeichnete Funktion der Perioden bei Substitution der 
neuen Periodenwerte annimmt, so entsteht die Frage, ob dieser Wert 
mit dem früher mit '\/e^ — ^^ bezeichneten Wert identisch ist. Eine 
analoge Frage wird für die Werte der vierten Wurzeln zu beant- 
worten sein. Wir wollen auch hier auf eine Ableitung allgemeiner 
Formeln verzichten und uns damit begnügen, die Resultate für die 
Substitutionen S und T anzugeben, die aus den früheren Formeln 
zu entnehmen sind. 

Was zunächst die Substitution S betrifft, so kann man deren 
Einfluß auf die unendlichen Produkte von § 32 an diesen Produkten 
selbst unmittelbar ablesen, wenn man dabei beachtet, wie die auf- 
tretenden Potenzen von h mit gebrochenen Exponenten definiert 
waren (§31 am Ende). Es geht daraus hervor, daß für diese 
Substitution: 



1) Ji= -h, h'l* = lÄV., 
also: 

2) 5o = Äo> ^1=^1» ^2=^8> 4=^2- 

Die Gleichungen § 32, (13) zeigen dann, daß man zu setzen hat: 

y^ ^3 = y^3 - ^2 » y^3 - ^2 = - y^^ - ^3 > 

y^3 - ^1 = - y^2 - ^1 » y^i - ^3 = ^^i - ^2 ^ 

y^i - ^2 = y^i - *3 » y^2 - ^1 = - y^s - ^1 • 



3) 



(Eine gewisse Kontrolle der Bechnung erhält man durch den 
Umstand, daß die neuen Werte dieser Wurzelgrößen ebenso wie die 
alten den Relationen § 32, (14) Genüge leisen müssen.) 

Weniger einfach liegt die Sache für die Substitution T, da den 
unendlichen Produkten nicht unmittelbar anzusehen ist, wie sie sich 
dieser Substitution gegenüber verhalten. Man muß hier auf die 
Definition der zu untersuchenden eindeutig bestimmten Werte der 
Wurzelgrößen durch die Werte der Sigmafunktionen für die Halb- 
perioden zurückgehen (§ 32, 13); man findet so z. B.: 

,/_—_—- _ äggg ^ (Ti {(Ol - 0)3) ^ CTi ( cja + 2 (Oj) 

"2 ^ (TÖg (r(0)i — ü)q) (7(0)2 + 2 Wj) 

0-(Ö2 ' ^ 1 
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und ebenso die übrigen Formeln der folgenden Tabelle:^ 

y«2 "- ^3 = y^2 - ^1 » A - «2 = - y^i - ^2 ^ 

^) 1 y^s - 6i = - y^i - ^3 , y^i - ^8 = y^8-^i> 
y^i - ^2 = •" y^8-^2> y^2 ~ ^i = - y^"-^- 

In ähnlicher Weise läßt sich auch feststellen, wie sich die Pro- 
dukte und Quotienten aus vierten Wurzeln, die in § 32 als eindeutige 
Funktionen der Perioden definiert sind, gegenüber linearer Trans- 
formation der Perioden verbalten. Nicht so einfach liegt die Sache 
för diese vierten Wurzeln selbst, da deren Definition auf einer will- 
kürlichen Festsetzung über den Wert beruht, den man der Quadrat- 
wurzel aus 2(o^l7t beizulegen hat. 



§ 71. Einfluß der linearen Periodentransformationen 

auf die Funictionen Jacobis. 

Will man aus den Kesultaten der beiden vorhergehenden Para- 
graphen die entsprechenden Formeln für die von Jacobi eingeführten 
Funktionen herleiten, so hat man vor allem zu beachten, daß die 
unabhängige Variable Jacobis selbst nicht von linearer Perioden- 
transformation unbeeinflußt bleibt. So erhält man z. B. für die 
Transformation S: 

1) «z> == yöj — 63 w = ■j/tfj — «2 1^ = Ä' tt? , 

ferner: 

OX 72 __. ^8 "~ ^2 _. ^ "~ ^ ___. ___ f^ 

Cg ^ ß| ^ ~~ ^ ^ 

und folglich die Gleichungen: 

^ H^'*"' -^)= i;^- 

* Dabei ist 0/ = Wg, Wg' = - öj als die der Modulsabstitution T ent- 
sprechende Periodentransformation genommen; wird cö/ = — Wg, Ws' = Wi gö- 
wählt) so sind rechts überall die Vorzeichen zu ändern. 

BüBKHABOT, Funktionen. II. Zweite Aufl. 12 
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Ebenso erhält man für T: 

6) fZ) = Y^— ^8 ^ ~ y«3 — e^ u = — i y^i — ^8 ^ ~ — iw , 

femer: 

7^ i2 __ ^1 "" ^2 __ ^ ~ ^ ,^ 1'2 

C3 ^1 Cj 6j 

und folglich: 

8) sni^iw, Ä'2)=_3*^(«''^') 



9) CW(-2M?, Ä'2)^ 



cn(w, k^) ' 
1 



10) rfn(-ttr, Ä'*)= '^^'f"'' gl . 

Gewöhnlich schreibt man diese Formeln etwas anders, indem 
man das auf der linken Seite auftretende Argument als unabhängig 
veränderlich ansieht und mit einem besonderen Buchstaben be- 
zeichnet; also z. B.: 

und: 

Berücksichtigt man, daß sn eine ungerade, cn eine gerade 
Funktion des Arguments ist, so sieht man, daß die letzte Gleichung 
gleichbedeutend ist mit der gebräuchlicheren Form: 



(t.") 



cn 



§ 72. Lineare Transformationen, die modulo 2 zur Identität 

Icongruent sind. 

I. Als „modulo 2 zur Identität kongruente* bezeichnen wir die^ 
jenigen linearen Transformationen^ deren Koeffizienten modulo 2 zu den 
entsprechenden Koeffizienten der identischen Transformation kongruent 
sind, mit anderen Worten, diejenigen, bei denen a und S ungerade, 
ß und y gerade sind. 



1) 
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Schreiben wir: 

ä?i = (2 fl + 1) ö?j + 2 ^ ö?g, 
ö?3 = 2 c coj + (2 rf + 1) ö?g, 

so können wir für diesen Fall die Formeln für die Transformation 
der Funktionen zweiter Stufe explizite durch a, ^, c, d ausdrücken. 
Man sieht nämlich zwar sofort, daß bei jeder solchen Transformation 
die e einzeln ungeändert bleiben (es ist pB^ ^p(o^ usf.), so daß 
also: 

2) 6j = gj , ^2 = ^2, gg = e^ 

und ebenso: 

3) &^u = o"j u, (T^u = a^ u, G^u = G^u 

wird; aber daraus folgt nicht, daß auch: 



gesetzt werden dürfte. Vielmehr folgt aus den Definitionsformeln 
(§ 32, 13) z. B.:^ 

"2 3 ^ 5j^ 0" (ü>, — 2 (a + c) Wi — 2 (6 + d) ög) • 



(Tfi), ' ' ' * 8 ' 



und ebenso die übrigen Formeln der folgenden Tabelle: 



f K-h = (- l)'-^°y«2 - "Z, K - «i = (- l)'-^''V*3 - «2» 



4) 



iy«r^^*=(-i)''+'y^r^. yv^ = (-i)'+''y^^^- 



(Um einzusehen, daß auch diese transformierten Werte den 
Gleichungen (14) von § 32 genügen, beachte man: aus: 

(2a + 1)(2^+ l)-4Äc= 1 
(§ 67, 9) folgt: 

2[ad—bc) + a + d=^ 0; 

also müssen a und d entweder beide gerade oder beide ungerade sein.) 
Aus diesen Formeln erhält man weiter: 

Ä=:(- l)^'^, Ä' = (-^ Xfh!, w=z{- lyw 

12* 
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und daraus folgt weiter direkt: 



cnfSö ^ entOj dnw ^ dnw\ 

aber auch, da «ntr eine ungerade Funktion ist: 

Jhw = {-- If SU ((— Xy tcj = snw. 

Obwohl also die Definition der Funktionen Jagobis durch die 
von Weiebstbabs von den Quadratwurzeln aus den e abhängt, die 
nicht bei jeder modulo 2 zur Identität kongruenten linearen Perioden- 
transformation ungeändert bleiben, so bleiben doch jene Funktionen 
selbst bei jeder solchen Transformation ungeändert. 

§73. Ableitung der linearen Transformation der Tlietafunktionen 

aus der der Sigma. 

Die Formeln für die lineare Transformation der Thetafunktionen 
können wir auf zwei ganz verschiedenen Wegen ableiten, entweder 
aus den Ausdrücken der Theta durch die Sigma (§47, 18 — 21) oder 
aus den allgemeinen Sätzen der Theorie der jACOBischen Funktionen. 
Wir wollen zunächst den ersten Weg für die beiden erzeugenden 
Transformationen S und T einschlagen; dabei genügt es, wenn wir 
uns auf die Untersuchung der fundamentalen Thetafunktion be- 
schränken, da wir aus den für sie geltenden Formeln die Formeln 
für die übrigen Funktionen durch Addition halber Perioden ableiten 
können. 

Für die Transformation 8 hat die Sache gar keine Schwierigkeit. 
Denn für sie können wir das Verhalten der Wurzelgrößen, die in 
jenen Ausdrücken der Theta durch die Sigma auftreten, aus der 
Darstellung jener Wurzelgrößen durch unendliche Produkte ablesen. 
Wir finden: 



l/^y^T^=l/^K^. 



fem er: 



V =v, 



also: 

1) i^3(r|r+l) = ^,(t;|r). 

Weniger einfach ist die Sache für die Substitution T, da man 
den unendlichen Produkten H nicht ansieht, wie sie sich gegenüber 
der Vertauschung von t mit — 1/t verhalten. Infolgedessen bleibt es 
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zunächst unbestimmt, welcher Wert der auftretenden vierten Wurzel 
beizulegen ist. Man erhält: 

e = ^ ^ = ^ «»• 

oder wegen der LEGENDEESchen Relation (§ 19, 14) 

und folglich: 



= e ^ 



2) ^3(-^| -l-) = y-zr/'**',9'3{t; 



T); 



aber es bleibt zunächst unbestimmt, welcher der beiden Werte der 
Quadratwurzel hier zu nehmen ist. 

Diese Unbestimmtheit können wir durch folgende nachträgliche 
Überlegung heben. Die Veränderlichkeit der Größe r ist auf solche 
Werte beschränkt (§ 14, II), deren imaginärer Bestandteil positiv ist; 
demnach ist — ix eine Größe mit positiv reellem Bestandteil. Der 
Hauptwert der Quadratwurzel (I B, § 58, V) ist also eine für alle in 
Betracht kommenden Werte von r stetige Funktion; da auch die 
anderen Bestandteile der Gleichung (2) sich stetig mit r ändern, so 
folgt: wenn die Formel für irgend ein spezielles Wertepaar (t?, r) 
nur dadurch richtig wird, daß man den Hauptwert der Quadrat- 
wurzel nimmt, so ist für jedes Wertepaar (t?, t) der Hauptwert zu 
nehmen. Nun wird für ü = 0, r = i auch I? = 0, r = t; also ist ein 
spezieller Fall von (2): 

1^3(0 |z)=/T. 1^3(0 |f). 

Da nun diese Formel nur dadurch richtig wird, daß man den 
Hauptwert der Quadratwurzel nimmt (denn ^3 (0 | i) ist nach § 48, 1 
von Null verschieden), so folgt allgemein: 

In der Gleichung (2) ist der Hauptwert der Quadratumrzel zu 
nehmen. 

Die Transformationsformeln für die übrigen Thetafunktionen 
ergeben sich aus den angeschriebenen durch Vermehrung der Argu- 
mente um halbe Perioden; die Formeln für andere Transformationen 
gemäß § 68 durch Zusammensetzung. 
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§ 74. Direkte Untersuchung der linearen Transformation 

der Tlietafunictionen. 

Führt man in die Gleichung (7) von § 37 vermöge der Q-lei- 
chung (9) desselben Paragraphen die Ordnungszahl n ein, so kann 
man sie schreiben: 



1) 



0{u + 2k^(o^ + 2^3(03) 

__ g - 2 sr » (fc, Ol + Äa a,) (tt + ki a>i + Äi G),) - « i (fc, 61 + fcg 6g + w kl fc,) (y\^ 



Setzt man in dieser Gleichung für ä^, A3 einmal a, ß, das andere 
Mal y, S, so sagt sie aus: 

I. Jede elliptische Funktion IIL Art n*^ Ordnung mit den Perioden 
L Art 2(öj, ^(Og, den Perioden IL Art — 2nia^, — 2iiia^ und den 
Parametern Ä^, ^g ist zugleich eine elliptische Funktion IIL Art v^^ Ord- 
nung mit den Perioden I, Art: 



2) 



2 öjj' = a . 2 6öj + /9 . 2 0)3 , 
2 (O3' = / . 2 cöj + ^ . 2 ß?g , 

den Perioden IL Art: 



{— 2 TT i «i' = — a.2nia^ — ß .2nia^j 
— 2nia^ = — y .2'jiia^ — S .2nia^j 

und den Parametern: 

h^ ^ ah^ + ßh^ + na ß, 



4) 



wenn cc, ßj y, S irgend vier ganze Zahlen der Determinante 1 he^ 
zeichnen. 

Während also die Perioden II. Art sich einfach zu den Perioden 
I. Art ^jkogredieni^' substituieren, treten in den Transformationsformeln 
der Parameter ganze Zahlen als Zusatzglieder auf. 

Die Auflösung der Gleichungen (4) nach \ und ^3 lautet zu- 
nächst: 



6) 



*j= Sb^-ßb^-nßS[a-Y), 
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Da aber zufolge der Relation a 5 — /? / = 1 , wenn ß und S beide 
ungerade sind^ die Differenz cc — y nicht gerade sein kann und 
ebensowenig die Differenz S -- ß, wenn cc und y beide ungerade 
sind; da ferner die Parameter nur bis auf gerade Zahlen bestimmt 
sind, so folgt, daß wir auch schreiben können: 



6) 



ij =s S b^' — ß b^ ^ n ß S , 



so daß die Auflösungen der Gleichungen (4) dieselbe Form haben, 
wie diese selbst. 

Ist die vorgelegte elUptische Funktion insbesondere eine Theta- 

funktion, also Oj = 0, «g = -^^ und die Parameter b^ und b^ reell, 

so wird: 



a 



, ^ nß 
2öi ' 



, nö 

öfo = — 

8 2ü)i 



und die Parameter b^\ b^ werden ebenfalls reell. Soll dann die 
durch Transformation entstandene Funktion ebenfalls durch eine 
Thetafunktion ausgedrückt werden, so ist nach § 41, (6) und (7): 



7) 



r = 



nß 



2 &>i &), 



7, it*' = 



ZU setzen: außerdem ist zu beachten, daß die neue Variable v' == ^r-^ 

2 ©1 



mit der alten v = 



u 



2(Ui 



durch die Eelation 



V = 



V 



a ■{■ ßx 



zusammenhängt Man erhält so die Gleichung: 



8) 



%' ».' (ö-T 



I»» 



^±|lj = C««-'-'»»' ©,,,.(« r) 



und speziell für die Thetafunktionen erster Ordnung: 



9) 



^»^''.'(tttf j ^) = ^^-.^""'■^^^-.e' I -)• 



Dabei ist der Zusammenhang zwischen den alten und neuen 
Charakteristiken durch die Gleichungen (4) gegeben, wenn man in 
ihnen g für b schreibt; zur Bestimmung der Eonstanten G bedarf 
es einer besonderen Untersuchung. 
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§ 75. Bestimmung des in der Formei fDr die iineare Transformation 
der Tiietafunl(tionen auftretenden Iconstanten Faictors. 

Zunächst kann man die za den verschiedenen Charakteristiken 
gehörenden Faktoren Cg^g^ auf einen von ihnen zurückführen. Wir 
gehen dazu etwa aus yon der Gleichung: 

Vermehren wir u um ff^ co^ — ^i ö>3> so entspricht dem eine Ver- 
mehrung von V um — ^(^i^ — ^a) ^^^ ^^^ ^' ^™ 

die Gleichung (1) geht also dadurch über in: 

=«(?<,o«/»"<[«'-V.(».t-ft)](.K-v.[(ft'-«/J)T'-(ft'-ri)))^^j„_^|-^^y_^^]|j.), 

Nach §44, (6) ist aber einerseits die linke Seite dieser Gleichung: 

= e " < [(»•' - « ft »' - V. (»■' - ■> ß)' «' - Vi « /» (»•' - r i)] if^^, , (o' I x') ; 

andererseits: 

also folgt: 

WO zur Abkürzung gesetzt ist: 

t/' = - i(y, ^ - i^s)/««'' - i[(i?i' - «/S)r' - (ff,' -rS)]ßv 

-{ffi -teß)«' + ffiv ■ 

+ \ß{ff,r-ff,)l{ff,' - aß)t' - [g^ - yS)\ + \{ff^ - aßfr' 

+ ^ciß{ff^-YS)-\ff,U 

oder wegen (1 a): 

= -\iffir-ff,)ßv-\^^^ßv-(ff^-aß)v'+g,v 

Die Vergleichung mit § 74 .(9) zeigt, und die Durchführung 
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der RechnuDg bestätigt, daß aus diesem Ausdruck die mit t; und v' 
multiplizierten Glieder sich wegheben; die übrigen geben: 

+ 2uß{yg^ + Sg,){a + ßx) - g^'{a + /9T)r} 

. +t[aßrg,' + 2ß^rffiffs + ß'Sg,* + 2aß'rg, + 2aß*3g,]\ 

^\[{9x+^ß)i3B-7S)-g^g^\ 

Vergleicht man dieses Resultat mit Gleichung (9) des § 74, so 
erhält man als den gesuchten Ausdruck von C^^g^ durch CJ,o= 



n I 



2) 
speziell: 






3) 



JI t 



/8i(H-2a) 
<^01 = « * ^00» 



'10 



i^ay(l + 2/?)^ 



00 ' 



Tti 



^ , [(a + /?)(y + <5)-H-2a/J(y + <5)J 



00' 



Zur weiteren Bestimmung von C^q kann nun die Relation (4) 
Yon § 50 dienen. Da a und ß wegen der Relation (7) von § 67 nicht 
beide gerade sein können, ist aß + a + ß stets ungerade, ebenso 
yS+y + 8\ die „ungerade" Charakteristik (1, 1) wird also bei jeder 
Hnearen Transformation in sich (bzw. in eine zu ihr modulo 2 kon- 
gruente) übergeführt. Andererseits wird auch jede gerade Charak- 
teristik wieder in eine solche übergeführt, und jede in eine andere; 
aber dabei ist zu beachten, daß in der Definition der Theta- 
funktionen die Charaktere selbst, nicht nur ihre modulo 2 ge- 
kommenen Reste auftreten. Sei etwa von den Charakteristiken der 
drei transformierten Funktionen mit (qp^ 9)3) die zu (0 0), mit (/j /g) 
die zu (0 1), mit [^p^ i//g) die zu (10) modulo 2 kongruente bezeichnet, 
so ist nach § 44, (10) und (11): 
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Xx ^ 



und: 

Dabei ist 

aß wenn / ungerade, 8 ungerade, 

aß + a wenn y ungerade, S gerade, 
aß + ß wenn y gerade, S ungerade; 

also, da (2» + 1)^^ l(mod. 4), io jedem Falle: 

X^=aß + a + ß -aS^-ßy^ (mod. 4). 

Somit folgt aus § 50, (4) die Gleichung: 

in der aber wohl zu beachten ist, daß der Akzent links sich auf 
eine Differentiation nach v bezieht. Ersetzen wir hier die trans- 
formierten Theta durch ihre Werte aus § 74, (9) und die Differen- 
tiation nach ü' durch eine solche nach v, so erhalten wir: 

also wenn wir die Gleichungen (3) benutzen: 

5) Co,^ = z'{a + ßT), 

s = ßy +l^aS^- ßyK 

Dadurch sind die Quadrate der Koeffizienten C . vollständig, 
diese Koeffizienten selbst also bis auf ein allen gemeinschaftliches 
Vorzeichen bestimmt. Dieses Vorzeichen selbst hängt von höheren 
zahlentheoretischen Funktionen der Transformationskoeffizienten ab; 
wir dürfen auf seine nähere Bestimmung verzichten. 

Bis auf einen von t unabhängigen Faktor läßt sich der Wert 
von Cqq auch von der Bemerkung aus bestimmen, daß i9'{v | r) 
ebenso der Gleichung: 






genügen muß, wie i9'(ü | t) der Gleichung (12) von § 42. 

§ 76. Einführung der Sigmafunktionen von den Theta aus. 

Die Eesultate der letzten Paragraphen geben nun auch ein 
Mittel an die Hand, um die Sigmafunktion aus der Gesamtheit der 
mit ihr verwandten jAOOBischen Funktionen durch eine charakteristische 
Eigenschaft herauszuheben und damit die Formeln von § 46 auch 
von der Theorie der Thetafunktionen her zu gewinnen. 
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Aus der Unabhängigkeit der Sigmafunktion von der Auswahl 
eines primitiven Periodenpaares folgt, daß ihre transformierten 
Perioden II. Art dieselben Funktionen der transformierten Perioden 
I. Art sind, wie die ursprünglichen Perioden 11. Art von den ur- 
sprünglichen Perioden I. Art. Man könnte daher damit beginnen, 
daß man die Aufgabe formulierte: Funktionen von ö>j, 0^3 zu finden, 
die für jede lineare ganzzahlige Transformation der Determinante 1 
den Gleichungen genügen: 



1) 



«1 (a ö>i + /? «8, / «1 + ^ (Ö3) = a «1 [(o^, G)^) + ßa^ («1, (ög), 
flg {aa)^+ ß «3, y(x)^ + d(x)^) = ya^ («j, 0)3) + 8 a^ [m^, 0)3), 

m 

und die außerdem durch die Relation (§ 37, 9): 

2) — 2 «1 ö?3 + 2 03 o?! = 1 

verbunden sind. Die systematische Behandlung dieser Frage würde 
Hilfsmittel erfordern, die uns hier nicht zu Gebote stehen; aber wir 
können durch die folgenden Überlegungen zunächst eine Lösung er- 
halten (eben diejenige, die zur Sigmafunktion führt) und von dieser 
aus dann auch alle übrigen bestimmen. 
. Sei mit: 

t=t[u I o)iö)3 I öiflg) 

irgend eine jAOOBische Funktion erster Ordnung der Charakteristik 
(1, 1) bezeichnet; a^, a^ sollen dabei gegebene, der Relation (2) ge- 
nügende, im übrigen aber willkürliche Funktionen der Perioden 
I. Art (öj, ß?g bedeuten. Mit a^', cl^ bezeichnen wir dieselben Funk- 
tionen der transformierten Perioden L Art «/, oo^ (also Größen, die 
jetzt im allgemeinen nicht durch die Relationen (1) mit den «p a^ 
verbunden sind). Es ist dann: 

eine mit t verwandte Funktion (da die Charakteristik (1, 1) bei jeder 
linearen Transformation in sich übergeführt wird) und es besteht 
folglich nach § 39, IV und § 40, V eine Gleichung der Form: 

3) 7i(m) = C^V.Ai*« + M«^(^). 

Die Konstanten C, A, fi lassen sich durch die Werte ausdrücken, 
die die Funktionen t und i^ und ihre Ableitungen f ür w = an- 
nehmen. Dabei ist zu beachten, daß diese Funktionen selbst für 
tt = notwendig Null werden müssen, wie aus § 45 und § 41 (8) 
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hervorgeht Entwickehi wir also beide Seiten der Gleichung (3) 
nach Potenzen von u: ♦ 

= c[i + iüM + \{i + fi^u^ + . . .] [fu + \fu^ + \ru^ + . . .] 

und vergleichen die Koeffizienten gleichhoher Potenzen, so erhalten 
wir die Gleichungen: 

t^ = Clf, 

Da t' und t^ nicht Null sein können (denn t und t^ sollten 
JACOBische Funktionen erster Ordnung sein), so folgt aus diesen 
Gleichungen : 






Durch Einführung dieser Werte läßt sich die Gleichung (3) so 
umgestalten, daß sie aussagt: 
L Die Funktion 

/ ("2 t'" \ i" 

4) A« I «1. «'s) = e('''7T-V.^)»'-V.-^« ^ 

bleibt hei linearer Periodentransformation ungeändert, m. a» IV,, es ist 

5) f{u I «/, 0)3') = f{u I «1, (Ö3). 

Ferner geht aus der Rechnung hervor: Jede andere JACOBische 
Funktion erster Ordnung und der Charakteristik (1, 1), die dieselbe 
Eigenschaft hat, kann sich von der durch (4) definierten Funktion f{u) 
nur durch einen Exponentialfaktor der Form c«i«' + c««* + «* unter- 
scheiden, in dem c^, c^, e^ Funktionen der Perioden bedeuten, die bei 
allen linearen Periodentransformationen ungeändert bleiben. Die 
allgemeine Untersuchung solcher Funktionen der Perioden wird im 
XL Abschnitt vorgenommen werden; die Frage, wie wir diese Funk- 
tionen zu bestimmen haben, damit f{u) = <tu wird, läßt sich einfach 
erledigen. Denn in der Reihenentwicklung von au nach Potenzen 
von u (§20, 5) ist der Koeffizient von u gleich 1 und die Koeffi- 
zienten von u^ und u^ sind Null; und die Rechnung zeigt, daß das 
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Produkt tf<^«' + «•** + «*/*(«) dann und nur dann diese Eigenschaften 
hat, wenn man c^ » Cg = Cg == nimmt. Also folgt: 

IL Die durch die Gleichung (4) definierte Funktion f(u) ist mit 
der Weiebstbäss sehen Sigmafanktion identisch. 

Nimmt man für tifi) speziell die Funktion &^ (ö""")' ®^ ^^^ man: 



ZU setzen; die Gleichung (4) geht dann über in: 



tn 



1 ^.. ^ ^(JL\ 



6) au=^2(o.e 24«,' 

Vergleicht man diese Gleichung mit § 46 (2), so findet man: 

Damit ist eine auch für die numerische Berechnung brauchbare 
und sogar sehr bequeme Formel für 17^ gewonnen. 

§ 77. Abänderung des Schnittsystems der RiEHANNSChen Fläche. 

Im VI. Abschnitt haben wir zu Perioden elliptischer Funktionen 
die Periodizitätsmoduln eines Integrals I. Gattung an den beiden 
Schnitten gewählt, durch 'die die zweiblättrige BiEMANNSche Fläche 
mit vier Verzweigungspunkten in eine einfach zusammenhängende 
Fläche verwandelt ist. Diese beiden Schnitte können wir in sehr 
mannigfaltiger Weise wählen; wir fragen, in welcher Beziehung die 
zu zwei verschiedenen Schnittsystemen gehörenden Perioden zu- 
einander stehen. 

Seien ^, jB die beiden zuerst gewählten Schnitte, A', ff zwei 
andere. Da die beiden Schnitte Ay B die Fläche F in eine einfach 
zusammenhängende F' verwandeln, so ist es nicht möglich, daß Ä 
oder ff ganz innerhalb F verläuft; vielmehr wird jeder dieser 
beiden Schnitte mindestens einen der Schnitte A^ B überschreiten 
müssen. Die Integrale, genommen längs Ä, ff, werden also aus 
gewissen Vielfachen der Periodizitätsmoduln an A und an B sich 
zusammensetzen (§6, X). Die Periodizitätsmoduln an A\ ff sind 
aber' bzw. gleich den Integralen längs (— B"), {A')\ also folgt: die 
neuen Periodizitätsmoduln setzen sich . aus den alten linear und 
homogen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammen. Ebenso müssen 
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sich aber auch die neuen aus den alten zusammensetzen; wir können 
beide Aussagen in den einen Satz zusammenfassen: 

I. Der Übergang von einem Schnittsystem zu einem anderen ge^ 
sckieht durch lineare Transformation. 

Es bleibt die Frage zu erörtern, ob . wir jede lineare Perioden- 
transformation durch Übergang zu einem neuen Schnittsystem erzielen 
können. Wir führen diese Untersuchung am bequemsten an der in 
einen Torus umgeformten Fläche (§ 2 und 3). Dabei dürfen wir 
unbeschadet der Allgemeinheit von einem speziell gewählten Quer- 
schnittsystem ausgehen; denn wenn wir die Transformationen kennen, 
die von diesem zu einem beliebigen anderen führen, so können wir 
auch von jedem dieser anderen zu jedem dritten gelangen. 

Wir wollen also annehmen, von den beiden ersten Schnitten 
sei Ä längs eines Meridians, B längs eines Parallelkreises gezogen. 
Irgend eine andere geschlossene Kurve, die sich nicht auf einen 
Punkt zusammenzieht, wird die Fläche a-mal im Sinne der Meridiane 
und /9-mal im Sinne der Parallelkreise umwinden. Wir können eine 
solche Kurve stets ohne Zerreißung so deformieren, daß die Änderungen 
der „Breite" zu den Änderungen der „Länge" proportional werden. 
Man kann sich dann vorstellen, ein Punkt durchlaufe die Kurve so, 
daß in gleichen Zeiten sowohl die Breite, als auch die Länge sich 
um gleichviel ändern. Haben a und ß einen Teiler v gemein, so 
wird ein solcher Punkt schon nach Ablauf des v^^ Teiles der ge- 
samten Umlaufszeit wieder in seine Ausgangslage zurückgekehrt sein 
und von da an die Kurve noch [v — 1) mal durchlaufen. Durch 
kleine Deformationen kann man aus einer solchen Kurve eine andere 
erhalten, die sich v — \ mal selbst überkreuzt. Also müssen für 
eine Kurve, die sich nicht selbst überdecken und auch nicht sich 
selbst schneiden soll, a und ß teilerfremd sein. 

Nehmen wir ferner eine zweite Kurve dieser Art hinzu, die 
etwa ^'-mal im Sinne der Breite und <J-mal im Sinne der Länge 
herumlaufen möge, und hat diese Kurve mit der ersten einen Schnitt- 
punkt gemein, so können wir sowohl die Breite qp, als die Länge ^ 
von diesem Punkt aus zählen. Dann kann, unter Einführung eines 
geeigneten Parameters t, die erste Kurve dargestellt werden durch 
die Gleichungen: 

(p = 2a7it^, ^ = 2 ßnt^, 

die zweite ebenso durch: 

(p ^2y7tt^, 1/^ = 2^71^2. 
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Die beiden Kurven haben dann und nur dann einen von (0, 0) 
verschiedenen Schnittpunkt gemein, wenn es möglich ist, für ganze 
Zahlen ä^, k^ die Gleichungen 

durch Werte von t^ und t^ zu erfüllen, die selbst keine ganzen 
Zahlen sind. Aber die aus diesen Gleichungen sich ergebenden 
Werte von t^ und t^ haben die Determinante: 

D = aä'-ßr 

im Nenner; sie sind also dann und nur dann alle ganzzahlig, wenn 
D in jeder der vier Zahlen aßyS aufgeht Soll aber D in a, ß, 
Yj 8 aufgehen, so muß es gleich ± 1 sein (vgl. § 67); und um- 
gekehrt. Also folgt: 

II. Wenn a, ß, y, S der Bedingung D =^ ±^ 1 genügende, im übrigen 
aber ganz beliebig vorgeschriebene Zahlen sind, so kann man stets ein 
System von zwei sich nur in einem Punkte treffenden Schnitten angeben, 
von denen der eine mit einer a-maligen Durchlaufung von A plus 
einer ß-maligen Durchlaufung von S, der andere mit einer y-maligen 
Durchlaufung von A plus einer S-maligen Durchlaufung von B äqui- 
valent ist 

Es kann also jede lineare Periodentransformation durch Über- 
gang zu einem neuen Schnittsystem erreicht werden. 

Wenn -D = + 1 ist, überschreitet der Schnitt A' den Schnitt B 
in demselben Sinne, wie A den J5; wenn i? = — 1 ist, im entgegen- 
gesetzten. 

Will man zu einer vorgelegten linearen Periodentransformation 
die zugehörige Änderung des Schnittsystems angeben, so hat man 
Satz VIII von § 6 zu beachten. Setzt man z. B.: 

5' = - J, Ä =:B 

(vgl. Fig. 29 mit Fig. 26, p. 136), d. h. vertauscht man die beiden 
Schnitte miteinander, unter Änderung der Eichtung des einen, so 
bedeutet das: 



«i' = G>8> ^3'= -^u 





Fig. 29. Fig. 30. 
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also die Substitution T. Setzt man aber an Stelle von Ä eine Linie, 
die sich aus A und — B zusammensetzt, indem man am Schnittpunkt 
Ton Ä und B jedesmal auf die andere Linie übergeht, und behält 
man B bei (Fig. 30 auf vor. Seite), so bedeutet das: 

also die Substitution 8. 

§ 78. Monodromie der Verzweigungepunkte. 

Zur vollständigen Durchbildung der Theorie der elliptischen 
Funktionen ist erforderlich, daß wir die Verzweigungspunkte der 
RiBMANNschen Fläche, die wir bisher immer als fest gegeben voraus- 
gesetzt hatten, als veränderlich und die Perioden als Funktionen 
von ihnen ansehen. Bei Änderung der Verzweigungspunkte ändert 
sich auch die RiBMAKNsche Fläche; und damit ist man unter Um- 
ständen genötigt, auch das System von Schnitten zu modifizieren, 
durch das man die Fläche in eine einfach zusammenhängende ver- 
wandelt hat. Denn: die Perioden sind durch Integrale längs der 
Schnitte definiert; ein Integral ist aber im allgemeinen nur so lange 

^ eine stetige Funktion eines unter dem 

^ ^^7 \r .-.^"^^\f' Integralzeichen vorkommenden Parameters, 

^^-^z ^.^...^J—'-' als dieser Parameter nicht Werte annimmt, 

für die ein Element des Integrals unendlich 
^^* * groß wird. Sollen also die Perioden bei 

Änderung der Verzweigungspunkte stetige Funktionen derselben 
bleiben, so darf man keinen Verzweigungspunkt einen Schnitt über- 
schreiten lassen; man muß sich vielmehr die Deformation der 
Fläche in der Weise vorstellen, daß die wandernden Verzweigungs- 
punkte die Schnitte (Periodenwege) vor sich herschieben. Das wird 
jedenfalls so lange möglich sein, als nicht zwei Verzweigungspunkte 
zusammenfallen (wo dann ein etwa zwischen ihnen hindurchgehen- 
der Schnitt nicht mehr ausweichen könnte). — Rückt z. B. in 
Fig. 31 der Verzweigungspunkt a^ auf dem punktierten Wege nach 
e^g', so ist das Stück efg des Schnittes B etwa bis efg aus- 
zudehnen. 

Hier entsteht nun zunächst die Frage, ob die so durch Inte- 
grale längs der veränderlichen Schnitte definierten Perioden eindeutige 
Funktionen der Verzweigungspunkte sind, oder von welcher Art 
ihre Vieldeutigkeit ist. Um uns darüber Aufklärung zu verschaffen, 
setzen wir eine solche Deformation der Fläche so weit fort, bis jeder 
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Yerzweigungspunkt wieder an eine Stelle gelangt ist, die attch in 
der ursprünglichen Gestalt der Fläche Yon einem Verzweigungs- 
punkt (demselben oder einem anderen) eingenommen war. Dann hat 
man wieder die ursprüngliche Gestalt der Fläche vor sich, abgesehen 
vielleicht von irreleyanten Abänderungen (vgl. I B, § 59). Aber das 
Schnittsystem wird wenigstens im allgemeinen ein anderes geworden 
sein und sich nicht durch bloße Verzerrungen unter Festhaltung der 
Verzweigungspunkte in seine ursprüngliche Gestalt zurückbringen 
lassen. Man hat sich gewöhnt, den geschilderten Prozeß mit einem 
etwas schiefen Ausdruck dadurch zu bezeichnen, daß man sagt: 
dcLS neue Querschnittsystem geht durch Monodromie der Ferzweigungs» 
punkte aus dem alten hervor. 

Man kann zeigen, daß man von jedem beliebigen Schnittsystem 
durch Monodromie der Verzweigungspunkte zu jedem anderen ge- 




«• 



Fig. 82. Fig. 83. 

langen kann. Dabei darf man, wie im vorigen Paragraphen, an ein 
beliebiges Ausgangssystem anknüpfen; wir wählen dazu dasselbe 
System wie dort. 

Lassen wir zunächst cc^ und a^ ihre Plätze wechseln, indem 
wir sie im Sinne der wachsenden Winkel zwei Wege beschreiben 
lassen, die keinen anderen Verzweigungspunkt zwischen sich ein- 
schließen, so geht Fig. 26 in Fig. 32 über; es wird also dann: 
^ = ^-5, F ==^B oder: 

0)/ =: Q?i, COj' = (»1 +0)3. 

Diese Änderung des Schnittsystems entspricht also der Substitution S, 
Lassen wir femer a^ und a^ ihre Plätze wechseln, indem wir 
sie im Sinne der wachsenden Winkel zwei Wege beschreiben lassen, 
die den Punkt «^ zwischen sich einschließen, den Punkt a^ aus- 
schließen, so entsteht Fig. 83;^ es wird also dann A' = -- B, 
B ^ A oder: 

Biese Änderung des Schnittsystems entspricht also der Substitution T. 



^ In Fig. 33 ist derjenige Teil der Ebene schraffiert, über dem sich die 
beiden Blätter der Fläche vertaascht haben. 
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Wir haben aber in § 68 gesehen^ daß wir jede beliebige lineare 
Periodentransformation aus SunA. 2^ zusammensetzen können ; also folgt: 

Jede beliebige lineare Perioderäransformation kann durch Mono- 
dromie der Verzweigungspunkte erzielt werden. 

Eine besondere Klasse von linearen Periodentransformationen 
erhält man, wenn man die Verzweigungspunkte nur solche Wege 
durchlaufen läßt, daß jeder einzelne wieder an seine eigene ursprüng- 
liche Stelle zurückkehrt. Man kann zeigen, daß diese Klasse gerade 
aus allen denjenigen Transformationen besteht, die modulo 2 zur 
Identität kongruent sind; doch wollen wir auf den Beweis dieses 
Satzes hier nicht eingehen. 

§ 79. Auswahl eines einfachsten primitiven Periodenpaares. 

Zum Schlüsse dieses Abschnittes wollen wir noch die Frage be- 
handeln, ob man nicht aus allen primitiven Periodenpaaren, die 
eine doppeltperiodische Funktion haben mag, eines als das einfachste 
auszeichnen kann. Freilich kann die „Einfachheit^^ ^on der hier 
die Bede ist, nicht mathematisch definiert werden ; doch kann man — 
von simultanem Vorzeichenwechsel beider Perioden abgesehen — 
wenigstens im allgemeinen ein ganz bestimmtes Periodenpaar als das 
einfachste bezeichnen: nämlich dasjenige, in welchem 2fo^ die absolut 
kleinste Periode ist, 2q>, die absolut kleinste unter denjenigen, die 
nicht Vielfache von 2 (o^ sind. Zu diesem Periodenpaar kann man von 
einem beliebigen Periodenpaar (2 o?^ , 2 (d^ aus folgendermaßen ge- 
langen. Zunächst halte man 2 co^ fest und ersetze 2 (o^ durch eine der 

Perioden 2(o^ + 2k^(D^[k^ = 0, ±1, ± 2 . .), 
nämlich durch diejenige, die den kleinsten 
absoluten Betrag hat; diese heiße 2g)^', 
Man kann sie geometrisch folgendermaßen 
konstruieren: in den Punkten — w^ und 
+ cöj errichte man Senkrechte zu ihrer 
Fig. 84. Verbindungslinie und wähle unter den 

Punkten 2 coj + 2 ä^ ö}j denjenigen, der 
zwischen diese Senkrechten fällt. Ausnahmsweise kann a2^/*jede dieser 
Senkrechten ein solcher Punkt fallen, so daß zwei solche Punkte 
gleichen Abstand vom Nullpunkt haben und zugleich einen kleineren 
als alle übrigen; um auch in diesem Falle eine bestimmte Auswahl 
zu treffen, setzen wir willkürlich fest, daß dann der auf der Senk- 
rechten durch — cüi gelegene Punkt für 2 g)^' genommen werden soll. 
Nunmehr halten wir 2 w^ fest und ersetzen 2 (o^ durch den- 
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j«Qigen 2 (»,' unter allen den Punkten 2 ojj + 2 A, m^', der den 
kleinsten absoluten Betrag hat; mit der analogen Festsetzung betr. 
den Ausnahmefall, wie oben. 

Hierauf halte man wieder 2o>j' fest und ersetze 2<üj' durch 
denjenigen 2 Wg" unter den Punkten 2o>^' + 2k^ a^', der den kleinsten 
absoluten Betrag hat. So fahre man abwechselnd fort 

Dieser Prozeß muß nun notwendig ein Ende nehmen. Denn 
bei jedem Schritte desselben wird eine Periode durch eine andere 
ersetzt, deren absoluter Betrag kleiner ist; es gibt aber nur eine 
endliche Anzahl Perioden, deren absoluter Betrag kleiner als eine 
Torgeschriebene G^öße ist Auch kann der Ausnahme&ll, wenn er 
bei einem Schritte eingetreten ist, beim nächsten nur dann wieder 

eintreten, weDii <Ug/Q>| = e ^ geworden ist; dann ist aber zugleich 
die Reduktion beendet. 

Schließlich können wir noch durch eine eventuelle Yertauschung 
der beiden Perioden (mit Wechsel des Yorzeicbens der einen) er* 
zielen, daß 2(o^ dem absoluten Betrage nach nicht größer als 2(o, 
ist' Setzen wir dann wieder <0(/(»i = r = a + iß, so ist einerseits: 

1) -iS«<i, 
andererseits: 

2) a^ + ß'^l. 

Infolge dieser beiden Ungleichungen wird 
die ebenfalls aus der vorhergehenden Entwick- 
lung folgende Ungleichung: 

^) . -*-^^"^-* Fig. 85. 

von selbst erfüllt, wie man aus Fig. 35 siebt; außerdem ergibt sich 

noch aus ihnen: 

£s ist also stets möglich, ein solches primitives Periodenpaar aus- 
zuwählen, daß der Punkt t in das vom Minheitskreis und den beiden 
Geraden 91 (t) = ± J- begrenzte Dreieck fallt; und zwar — von simul- 
taaem Forzeichenwechsel beider Perioden abgesehen — nur auf eine 
IFeise, wenn wir von der Begrenzung dieses Dreiecks nur das in Pig. 35 
stark ausgezogene Stück mitrechnen, 

' Wenn 2<D, und 2ia, dem absoluten Betrage nach gleich sind, nehmen 
wir von den beiden Quotienten i und — t~' denjenigen, der den größeren 
Arkua bat. 
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NEUNTEK ABSCHNITT. 



Ansartangen der elliptischen Fnnktioiieii. 

§ 80. Untersuchung der Ausartungen vom Perioden- 

paralleiogramm aus. 

Will man irgend eine Funktion eingehend untersuchen, die 
außer von den zunächst als yariabel betrachteten Argumenten auch 
noch von weiteren Parametern abhängt, so ist es durchaus erforder- 
lich, auch .solche Werte der Parameter mit zu berücksichtigen, für 
die die ursprüngliche Definition der Funktion zunächst versagt. 
Das gilt auch für die elliptischen Funktionen, die außer yon ihrem 
Argument auch noch vom Periodenparallelogramm, bzw. von den 
Yerzweigungspunkten der zugrunde gelegten RiEMANNSchen Fläche 
abhängen. Wir müssen daher jetzt die Grenzfälle in den Ereis der 
Untersuchung ziehen, die wir bisher ausgeschlossen hatten: daß die 
Verzweigungspunkte nicht mehr alle voneinander verschieden sind, 
und daß ein eigentliches Periodenparallelogramm nicht mehr vor- 
handen ist 

Bei der Untersuchung dieser Grenzfälle können wir zwei ver- 
schiedene Wege einschlagen: wir können entweder die Verzweigungs- 
punkte oder die Perioden als unabhängige Veränderliche behandeln. 
Wir wollen zunächst die zweite Aufgabe, als die leichtere, in Angriff 
nehmen. 

Das Periodenparallelogramm kann erstens dadurch ausarten, 
daß eine seiner Seiten — wir wollen annehmen cog — ins Unend- 
liche wächst, während die andere endlich und der Winkel zwischen 
beiden von Null verschieden bleibt In diesem Falle können Vir 
den Grenzübergang an den einzelnen Gliedern der unendlichen 
Reihen und Produkte des n., IV. und V. Abschnittes voDziehen. 
Denn diese analytischen Darstellungen konvergieren, als Funktionen 
von o>3 betrachtet, gleichmäßig auch noch flir lim coj = cx), wenn 
man nur an der Festsetzung § 14, IV festhält, was wir ja auch 
stets getan haben. 
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Wir erhalten dann zunächst: 






71* . *]tUn 71* 

Sin" 2 



4 <öi* 2 «1 12 ©1« 

— Vgl. I B, § 52, Gleichung 1 7 und die elementare Relation 

2) 2^-^==^' 



/^l 6 



— und weiter (durch Integration bzw. Differentiation von (1) oder durch 
Ausführung des Grenztiberganges an den früheren Formeln): 



TT . «71 . n* 



3) lim Hu = cot 1 = u , 



u*7r' 



4) lim (TU = e * 2- sm - — , 

' 7T 2 0)| ' 



«71 

cos 



5) hm» M = — - — ^.- 

' ^ 4 ft)i^ . „ « 7r 



sin^ 



2üii 

lim jo' w wird also innerhalb des Periodenstreifens, in den das Perioden- 
parallelogramm übergegangen ist, nur für t« = (o^ Null; dazu gehört 
der Wert: 

6) Mme^ =Hm;?(öi«-^. 

Außerdem wird lim^M noch gleich Null, wenn m, ohne den 
Periodenstreifen zu verlassen, nach der einen oder der anderen Seite 
hin ins Unendliche geht; in der Tat rückt beim Grenzübergang 
nicht nur m^ sondern auch co^ ins Unendliche. Dabei wächst 

sin-— ^ über alle Grenzen, also wird: 

2 (Ol 



7) lim ^2 = lim ^g = — ^ 



s 
12 ö^' 

Die Gleichung z wischen \pw und p u nimmt, da: 



lim ip 2*)2 = ^ " . 



(_^ ^1 

. f.U7l . .M7I >' 

sin^'r — sm*- — I 
^ 2(üi 2g>i / 



^ 16 «1^ ^ 



6 

+ 



..«71 ..«TT ^...W^ 27 

2 0)1 2 <i)| 2 (»1 



1 
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ist, in der Grenze die Gestalt an: 

8) limipu)^ = Uimp^u - ^^^limpu - ^^; 

es ist also^: 

Es bleiben also auch die Relationen zwischen den ff^^ g^ und 
den e (§18, 12 — 14) in der Grenze bestehen. Die Diskriminante 
(§ 32, 19) wird in der Grenze Null: 

10) lim (? = 0. 

Was die Perioden IL Art betriflft, so folgt aus (3): 



7i" ■•. t' I n' 



1 1) Hm fi^ = j^ , Um 1/3 = cx), lim rjjco^ = ^^ ^^. 

Diese Relationen widersprechen der LEGENDEESchen Relation 
insofern nicht, als mit ihnen verträglich ist, daß rj^ cj^ — tj^ coj in 
der Grenze endlich bleibt. 

Weiter erhält man aus den Formeln (1) und (6): 

4 9 9 

lim {pu — e^ = - — j sin-2 — - = - cot*- — , 

also bei geeigneter Vorzeichenbestimmung: 

12) lim -^— = - — cotr — 

' (TU 2 (üi 2 o)i 

und ebenso: 

13) lim -?— = hm -^— = ^r— sin-^ ^— • 

^ (TU (TU 2 CJi 2(üi 

Für die geraden Sigmafunktionen selbst ergibt sich hieraus: 

14) lim flTj M = e ' cos - — , lim 0*2 m = lim a^u — e ' ; 

für die von Jacobi eingeführten Funktionen: 

15) limÄ = 0, limÄ' = l, 

16) lim w = -^-, 

' 2 Wi ' 

17) lim^Tzt^ = 8in(limuj), limcwt^ = cos(lim«^;), liiadnw = 1. 

Das Argument ü = — der Thetafunktionen wird durch den 
Grenzübergang nicht berührt; das Periodenverhältnis r konvergiert 



^ Die Gleichungen (9) können auch durch Ausführung des Grenzüber- 
ganges an den Gleichungen (4) und (5) von § 18 erhalten werden. 
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in der Weise ins Unendliche, daß seine zweite Koordinate positiv 
bleibt und über jede Grenze wächst. Infolgedessen wird: 

18) limÄ=:0, 

19) lim & {v) = lim &q (v) - 1 , lim &^ {v) = lim &^ (v) = 0, 

20) lim A*" V* ,9»^ (y) = 2 cos ü tt, lim ä- V* ß-^ (v) = 2 sin w tc. 

Etwas anders liegen die Verhältnisse, wenn man beim Übergang 
zu den Thetafunktionen nicht die endlich bleibende, sondern die ins 
Unendliche wachsende Periode 2co^ bevorzugt. Wird nämlich: 



8 



gesetzt, so wird: 

21) lim Tg = 0, limAj = 1; 

und man müßte erst untersuchen, ob die Thetareihen für ä = 1 noch 
gleichmäßig konvergieren, wenn man den Grenzübergang an den 
einzelnen Gliedern der Reihe ausführen wollte. Man könnte anderer- 
seits an die Gleichungen anknüpfen, die die Sigma und die Theta 
verbinden; aber diese erscheinen zunächst in unbestimmter Form. 
Wir werden später von der anderen Seite her auf die Frage zurück- 
kommen. 

Einen zweiten Grenzfall erhält man, wenn man auch noch die 
zweite Periode ins Unendliche wachsen läßt; doch so, daß der imagi- 
näre Bestandteil des Verhältnisses der Perioden nicht unter jede 
Grenze sinkt, so daß das Periodenparallelogramm in der Grenze die 
ganze Ebene überdeckt. Man erhält in diesem Falle: 

1 i' 

22) limjt?M = -^, limfM = — , Yim.au = Uy 

23) lim e^ =^ lim e^ = lim e^ = 0, 

24) ]img^=^0, lim^g = 0, 

25) lim ^ = Um^ = 0. 

Das Periodenverhältnis- wird in diesem Falle an und für sich 
unbestimmt, so daß von Grenzwerten der Thetafunktionen erst die 
Kede sein kann, wenn man darüber noch eine nähere Fortsetzung 
getroffen hat. 

Ausdrücklich sei zum Schlüsse noch eine Voraussetzung hervor- 
gehoben, die allen Rechnungen dieses Paragraphen zugrunde liegt: 
daß nämlich dem u ein endlicher fVert zukommt, und daß dieser Wert 
von dem Qrenzübergang nicht in Mitleidenschaft gezogen wird. 
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§ 81. Untersuchung der Ausartungen von der RiEMANNSChen Fläche 
aus; Grenzwerte des Integrals I. Gattung beim Zusammenfallen 

von zwei Verzweigungspunkten. 

Nunmehr schlagen wir den umgekehrten Weg ein und gehen 
von der ßiEMANNschen Fläche aus. Lassen wir auf ihr zwei Ver- 
zweigungspunkte einander immer näher und schließlich zusammen- 
fallen, so haben wir vor allem zu beachten, daß sich dabei das 
Geschlecht (§ 3, II) der Fläche ändert. Denn in dem Moment, in 
dem die beiden Yerzweigungspunkte zusammenfallen, hört der durch 
sie vermittelte Zusammenhang zwischen den beiden Blättern an dieser 
Stelle auf, die beiden Blätter hängen nur mehr durch die beiden 
anderen Verzweigungspunkte zusammen. Eine zweiblättrige Bxe- 
MANNSche Fläche mit nur zwei Verzweigungspunkten hat aber nach 
I B, § 60 das Geschlecht 0, d. h. dieselben Zusammenhangsverhältnisse 
wie eine Kugel. Die elliptischen Funktionen müssen also bei diesem 
Grenzübergang notwendig ausarten. 

Welche Verzweigungspunkte wir zusammenrücken lassen wollen, 
ist nach den Ergebnissen von § 78 gleichgültig. Wir woUen den 
Fall untersuchen, daß a^ mit ccq zusammenrückt; jeder andere Fall 
kann auf diesen durch eine vorgängige lineare Periodentransformation 
zurückgeführt werden. Um aber mit ganz bestimmten Begriffen zu 
operieren, müssen wir genau angeben, auf welche Großen sich der 
Grenzübergang beziehen und welche von ihm unberührt bleiben 
sollen. Wir setzen in dieser Hinsicht folgendes fest: 

Wie in § 1 sei: 

f[z) = «0 (^ - S)(^ - <^i)(^ - 0^2) (^ - S) 

gesetzt; a^, a^, a^, a^, sollen als konstant, a^ als veränderlich angesehen 
und der Grenzübergang: 

1) lim ^3 = Uq 

vollzogen werden. 

Untersuchen wir nun unter dieser Voraussetzung zunächst das 
Integral erster Gattung. Für alle diejenigen Werte von z, die nicht 
zu Uq unendlich benachbart sind, darf der Grenzübergang ohne 
weiteres unter dem Integralzeichen vollzogen werden; man erhält also: 

2) limti« r~ -= ^-- ^ _ * 

J (%- ao)"|/ao (* - «i) (* - «i) 

Das rechts stehende Integral läßt sich auf das Integral einer rationalen 
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Funktion zurückzuführen , wenn man nach Anleitung von IB^ § 62 
die zweiblättrige BiEMANNSche Fläche mit zwei Verzweigungspunkten 
durch die Substitution: 



«o — OTa t-2 



0\ - ^ '*8 "2 "0 > 

* — «1 «1 — «0 " 

auf die Kugel abbildet. Man erhält: 

hm u = , ^=r- / -^ — - 



4) 



log^ + C. 



l/öo («2 - «o) («1 - «o) ' "^ ^ 



Das Vorzeichen dißr Quadratwurzel kann hier noch beliebig ge- 
wählt werden; eine Änderung desselben hat nämlich dieselbe 
Wirkung wie eine Änderung des Vorzeichens von f, und über dieses 
ist durch die Gleichung (3) noch nicht verfügt Die Integrations- 
konstante ist = zu setzen, wenn man r = «j (also ^ = oo) zur 
unteren Grenze des Integrals nimmt. Dann lautet die ümkehrung 
der Gleichung (4), wenn noch zur Abkürzung: 



4a) l/flo (^2 - «o)K - öfo) = - 2 c 

gesetzt wird: 

5) • C = = t cotfi c u). 

Wählen wir das Querschnittsystem so, wie es in Fig. 26, p. 136 
geschehen ist, so sehen wir: ein Periodenweg von der Art wie B 
reduziert sich einfach auf eine Umkreisung des Punktes 2: = a^^ im 
oberen Blatte; der Periodizitätsmodul 2©^ ist nach § 6, VIII ent- 
gegengesetzt gleich dem Werte des Integrals, genommen um B^ 
dieses aber ist nach I B, § 45, II gleich 2 in? 2 X dem Residuum der 
Funktion im Punkte a^. Es ist also: 

6) lim2«, = '■^''* 



y flTo («2 - «o) («1 - «0) 

wenn derjenige Wert der Quadratwurzel gewählt wird, auf den sich: 



lim ]/a^, {z - «i) [z - a^ 

2 = 00 

im oberen Blatte reduziert (also ein beliebiger Wert, wenn über die 
Unterscheidung der beiden Blätter noch keine Festsetzung ge- 
troffen ist). 
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Anders yerhält es sich mit einem Periodenweg von der Art 
wie A\ ein solcher geht in der Grenze über in einen ungeschlossenen 
Weg, der von dem Punkte z = Uq = a^ des einen Blattes um den 
Punkt a^ herum nach dem Punkt z =: cc^ =b a^ des anderen Blattes 
führt. Der Wert des Integrals, genommen über einen solchen Weg 
ist unendlich groß, da die zu integrierende Funktion in der Grenze 
in beiden Endpunkten des Integrationsweges von der ersten Ordnung 
unendlich wird. Damit hört dieses Integral auf, als Periode eine 
Bedeutung zu haben, und wir könnten es ganz beiseite schieben, 
wenn nicht für die folgenden Untersuchungen eine genauere Kenntnis 
der Art, wie es unendlich groß wird, erforderlich wäre. 

§ 82. Nähere Untersuchung der ins Unendliche wachsenden 

Periode. 

Um diese Untersuchung zu führen, transformieren wir unser 
Integral zunächst in der in § 63 gelehrten Art auf die erste Normal- 
form. Wir erhalten so zunächst: 

1) ^'»» = 1 7-^ ' ^^.-^K'{X), 

ya^ia^ - ofo)(a3 - ofi) 

wenn wir unter K'{X) den Wert des Integrals; 

2) r-_i! 

verstehen, genommen auf einem Wege, der die beiden Punkte 1 
und X- ^ von den beiden Punkten und oo trennt. Bei dem Grenz- 
übergang lim e^g = Uq geht die in (1) als Faktor stehende Quadrat- 
wurzel über in y^o (^2 "" ^0) (^0 ~ ^i)> ®^ bleibt also noch zu unter- 
suchen, was aus der Funktion K'{X) bei Ausführung des Grenz- 
überganges: 

3) lim {X" ^) = cx) oder lim A = 

wird. Dabei dürfen wir den Fall ausschließen, daß X von Seite der 
negativ reellen Werte her dem Werte sich nähert, da wir das durch 
geeignete Numerierung der Verzweigungspunkte stets erreichen können. 
Wir können den Integrationsweg so wählen, daß er bei der 
Transformation: 

die nach § 66, (4) das Integral (2) in sich überführt, ebenfalls in sich 
transformiert wird. Diese Transformation führt nämlich den Kreis um 



§ 82. Nähere ühtersttchung der ins Unendliche wachsenden Periode. 208 



den Nullp. vom Badius jA^'V«! in sich über, insbesondere jeden der 
beiden Punkte ±A"Vt; wir können als einen Teil des Integrations* 
weges eine beliebige Kurve nehmen^ die von A^Vt ausgehend den 
Punkt 1, aber nicht den Punkt umkreisend nach i-Vt zurückführt 
und dabei ganz innerhalb des genannten Kreises bleibt, als anderen 
Teil das Bild dieser Kurve vermöge der Transformation (4) (in ge- 
eignetem Sinne durchlaufen, so daß der gesamte Integrationsweg 
sich nicht selbst überkreuzt). Die beiden Teile geben, dann gleiche 
Beiträge zu K'{X). Für alle Punkte des ersten Bestandteils ist 
I A f I ^ I AV» I ^ also sicher < 1 ; wir können für sie den Faktor 
(1 — A f )" V» unter dem Integralzeichen nach dem binomischen Lehr- 
satz entwickeln und gliedweise integrieren. Wir erhalten so: 



h\ iK'n\-C ^^ , ^ 1.3.5..'.(2n- 1) ,, C t'rff 

^ *^^^^"Jy!F^"*"n-^2.4.6... i2n) Myfö^- 

Die in der Summe auftretenden Integrale können nach einer Formel 
der elementaren Integralrechnung (die man eventuell durch Differen- 
tiation verifizieren möge) durch das erste und durch algebraische 
Funktionen ausgedrückt werden; nämlich: 

r i^'d^ _ 1 . 3 . 5 . . . (2 n - 1) r dt, 
J Vt(t- 1) ""2.4.6... (2 w) J ■ 



6) 



VCK-l) 2.4.6... (2w) J y^(^_ 1) 

]/?(r=^)fv»,i , 2n-l^,.a . (2n-l)(2n-3) , 

^ n [^ ^2w-2^ ^ (2w- 2)(2» - 4) ^ 

(2 w - 1) (2 n - 8) . . . 5 . 3 I 
■^ • " "^ (2w - 2)(2n- 4)... 4. 2 j * 



Es handelt sich also wesentlich noch um die Bestimmung des 
Wertes des Integrals: 

7) /= f-dL= 

für den oben angegebenen Integrationsweg. Durch die Substitution : 

^ —^y b — 1 _ ^j> fe ^ — 1 _ ^ ' ^ "" (1 - <«)« 

geht das Integral bei geeigneter Verfügung über das Vorzeichen 
von t über in: 

8) ..2/.-lV.logl±i. 

Dem angegebenen Integrationswege entspricht in der ^^-Ebene ein 
Weg, der von ^* = 1 — ]/A ausgehend den Nullpunkt, aber nicht den 
unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthält und nach 1 — j/A 
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zurückführt. Wir dürfen ihn auf die hin und zurück durchlaufene 
geradlinige Strecke von 1 — j/T nach zusammenziehen ; dann ent- 
spricht ihm in der ^Ebene ein vngeschlossener Weg, der von einem 
der beiden Werte der Wurzelgröße ]/l — yT geradlinig nach dem 
anderen führt. Durchläuft t diesen Weg, so nimmt der Arkus von 
\ + t um denselben Winkel zu, wie der von 1 — ^ ab; und zwar 

um einen Winkel, der > — ^ und < -^ ist, wenn die beiden 

Punkte ± yi — |/X innerhalb des Einheitskreises liegen. Das ist 
aber für hinlänglich kleine X jedenfalls der Fall, wenn X nicht 
negativ reell ist und für j/A der Hauptwert genonimen wird. Dann 
ist also auch in 

9) / = 2 log üüJES = 2 log (L±ViZKl)! 

der Hauptwert des Logarithmus zu nehmen. 

Was die algebraischen Glieder betrifft, so ist zu beachten: 
zwar hat J an der unteren und oberen Grenze der Integration den- 
selben Wert, nämHch den Hauptwert von Ä-Vt, aber für die Wurzel- 
größe )/f(f — 1) sind an den beiden Grenzen entgegengesetzte Werte 
zu nehmen, da der Integrationsweg einen ihrer Verzweigungspunkte 
umkreist. Wir erhalten also: 



10) 



^l2.4.6... (2w) n V "*"2»-2'^ 

(2n -l)(2n-3) yyn + 2 (2 w - l)(2n - 8) . . . 5 . 3 -r/T^«-!) 

■^(2w-2)(2w-4) 1^ "^ *•• "^ (2n-2)(2w-4). . .4.2 ^ J 

In dieser Gleichung ist für yX der Hauptwert zu nehmen; für 



y 1 — yr kann ein beliebiger der beiden dann noch möglichen Werte 
genommen werden, da eine Vertauschung der beiden Werte die 
Funktion K'[X) nur im Vorzeichen ändert und dieses bis jetzt 
noch nicht fixiert ist. Sie gilt ihrer Ableitung zufolge, solange 
; 1 - yX I < 1 ist. 

Man erhält übrigens auch für die bei lim A = endlich blei- 
bende Periode eine ähnliche, wiewohl einfachere Entwicklung. 
Definiert man nämlich Jf (A) als den Wert des Integrals 

11) K[X)= f^=^ , 
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genommen auf einem Wege, der die Punkte und 1 umgibt, so 

konvergiert , wenn \ X \ < 1 ist, die binomische Entwicklung des 

Faktors (1 — ÄS)"*^' ^ *^Uö Punkte dieses Integrationsweges. Man 

erhält so eine ähnliche Entwicklung wie (6); aber die algebraischen 

Glieder fallen weg, da jetzt der Integrationsweg die beiden Ver- 

zweigangspunkte der Wurzelgröße umschließt, und zur Berechnung 

des Integrals 

d^ 



f 



kann der Integrationsweg auf eine den unendlich fernen Punkt um- 
schließende Kurve zusammengezogen werden. Man findet so (oder 
durch die Substitution f=sin*i^) als Wert dieses Integrals 2n, 
und folglich: 

12) irw = 2.{i + |( ^;;;;;;;(^;;/y r}. 

Mit Hilfe dieser Reihenentwicklungen sind wir nun imstande, 
die gewünschten näheren Angaben über das Unendlichwerden von 
2(0^ und von r für limA = zu machen. Der in (10) auftretende 
Logarithmus wird für A = unendlich; man kann ihn ersetzen durch: 

2 log (1 + y 1 - VT) - log yx 

und erhält so, nach geeigneter (d. h. mit § 14, IV übereinstimmender] 
Festsetzung der bisher noch willkürlich gelassenen Vorzeichen: 

13) lim I 2a,, + ^^logil = - '^'^^^^ 

und femer: 

14) lim (r !;r i — log Ä) = — 4 log 2. 

Daraus folgt: 

15) lim 



^xnt 



also als wesentlichstes Resultat dieser ganzen Untersuchung: 

Wenn der Abstand zweier Verzweigungspunkte von der ersten 
Ordnung unendlich klein wird, wird ein Wert der Große h^ e^"^ eben- 
falls von der ersten Ordnung unendlich klein. 

Dieses Resultat würde für viele Zwecke bereits genügen; für 
andere ist es erforderlich, darüber hinaus noch Näheres über das 
Verhalten von h als Punktion von A in der Umgebung von A = zu 
wissen. Auch darüber geben die Formeln (10) und (12) Aufschluß. 
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Sie zeigen, daß sich Z'(A) + 4 ji-i K(X}\ogyk und 1 : K{Xj nach Po- 
tenzen von yA mit positiven ganzzahligen Exponenten entwickeln 
lassen; und zwar konvergieren diese Entwicklungen sicher, solange 
I i I < 1 ist, wie für die erste aus elementaren Sätzen über die' 
Binomial- und die logarithmische Eeihe, f&r die zweite daraus hervor- 
geht, daß nach § 53, (3) K{k) f ür | A | < 1 von Null verschieden ist 
Also konvergiert auch die Entwicklung von h nach Potenzen von X 
sicher für \ X \ < 1, 

Es hat keine Schwierigkeit, die ersten Glieder dieser Reihen- 
entwicklungen aufzustellen ; doch gelangt man einfacher auf folgendem 
Wege zum Ziele. Die Gleichungen § 63 (7) und § 56 (12) geben: 

= 16Ä(1 +4A2 + . .)(i «8Ä + 40A2- 160 Ä2+. .) 
= 16Ä(1 - 8Ä + 44ä2_ 192 ä3+ . . .); 
durch ümkehrung erhält man hieraus: 

>^ *=H+«(Är+«*(ÄrH-9»2(i)'+... 

Nur erhält man auf diesem Wege nicht die Sicherheit, daß der 
Konvergenzkreis dieser Eeihe wirklich so groß ist, wie oben an- 
gegeben. 

§ 83. Fortsetzung der Untersuchung. Die Thetanullwerte. 

Durch die Resultate des vorigen Paragraphen ist der Anschluß 
der in den beiden letzten geführten Untersuchungen an die von § 80 
gewonnen. Wir sehen, daß die dort angegebenen Verhältnisse 
jedesmal dann eintreten, wenn wir zwei von den vier Verzweigungs- 
punkten der zugrunde gelegten RiBMANNschen Fläche zusammen- 
fallen lassen. Wir können nämlich von den zu Beginn von § 81 
getroffenen Annahmen über die Auswahl der zusammenrückenden 
Verzweigungspunkte und über die Zerschneidung der RiEMANNschen 
Fläche durch die Formeln der linearen Periodentransformation 
(Abschnitt VIII] zu beliebigen anderen Annahmen . übergehen. Es 
folgt daraus: Wenn man zuerst eine zweiblättrige Fläche mit vier 
getrennt liegenden Verzweigungspunkten durch zwei (im übrigen be- 
liebig gewählte) Schnitte in eine einfach zusammenhängende ver- 
wandelt und die Periodizitätsmoduln des Integrals I. Gattung an 
diesen Schnitten mit 2 coj, 2 (O3 bezeichnet, hierauf zwei Verzweigungs- 
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punkte zusammenrücken läßt, so konvergiert das PeriodeuTerhältnis 
T B fi^s/fi^i im allgemeinen gegen einen bestimmten reellen rationalen 
Grenzwert; und man kann einen beliebigen solchen Grenzwert er* 
reichen, wenn man das Schnittsystem zu Anfang passend wählt. Die 
Größe h = e^'^^ konvergiert dabei gegen eine Einheitswurzel. Bei be» 
sonderer Wahl des Querschnittsystems wächst das Periodenverhältnis 
beim Zusammenrücken zweier Verzweigungspunkte in der Weise ins 
Unendliche, daß lim ä = wird. 

Auf Grund dieser Sätze können wir die Abhängigkeit der Theta- 
nuUwerte von den Verzweigungspunkten unabhängig von den Ent* 
Wicklungen der Paragraphen 47 und 59 folgendermaßen feststellen: 
Wie aus §§ 72 und 75 hervorgeht, bleibt iS-j^co^-^ imgeändert bei 
jeder linearen Transformation, die mod. 2 zur Identität kongruent 
ist. Daraus folgt nach § 78, daß dieser Quotient eine eindeutige 
Funktion der Verzweigungspunkte ist. Femer folgt aus § 53, (3) und 
§ 48, I, daß dieser Quotient für jeden von a^, cc^, a^ verschiedenen 
endlichen Wert von a^ regulär und von Null verschieden ist. 

Wenn a^ mit cCq zusammenfallt, wird A = 0, also t^'j = 1 und 
&Q verhält sich in der Umgebung dieser Stelle regulär. 

Wenn a^ mit a^ zusammenfallen soll, so nehmen wir erst die 
Transformationen T^^STyot, die cCq und «^ vertauscht (§ 78) und die 
Perioden folgendermaßen transformiert: 

1) Wj = (Oj - 0)3, Ö3 = (Ö3, T = y:^' 

Man erhält für sie: 

m - m-- 

lassen wir also jetzt a^ mit cc^, d. h. mit Uq zusammenfallen, so 
wird Ä e= 0, a?i bleibt endlich und von Null verschieden; es wird 
also die rechte Seite der Gleichung (2) und folglich auch die linke 
Null, und zwar von der vierten Ordnung; iS-g also von der ersten 
Ordnung. 

Wenn ac^ mit a^ zusammenfallen soll, so findet man in ganz 
analoger Weise durch Anwendung der Transformation T, daß dabei 
^8*^1"^ regulär und von Null verschieden bleibt. 

Nun müssen wir noch untersuchen, wie ^JY^^^ sich verhält, 
wenn wir «g über alle Grenzen wachsen lassen. Unbeschadet der 
Allgemeinheit können wir annehmen, daß dabei a^ so gegen Null 
konvergiert, daß: 

lim (flo a^) = «o' 
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endlich und von Null verschieden bleibt, da wir die Abhängigkeit 
des & von a^ nachher noch besonders feststellen werden. Dann 
reduziert sich die Funktion 4. Grades unter dem Wurzelzeichen auf 
eine Funktion 3. Grades, der ThetanuUwert und die Periode im 
Nenner bleiben endlich und von Null verschieden. Wenn aber 
andererseits a^ gegen konvergiert, wird öJj von der J-. Ordnung 
unendlich, ^3 bleibt endlich, die zu untersuchende Funktion muß 
also = Oq mal einer von a^ unabhängigen Größe sein. Es ist also 
^8*/^i^ eine auf der ganzen Kugel bis auf einen im Unendlichen 
liegenden einfachen Pol reguläre und folglich nach I B, § 44» V eine 
rationale ganze Funktion 1. Grades von cc^; wir können schreiben: 

*3* = C<öi*«oK -^3)? 

WO c nur noch von a^, cc^, a^ abhängt. Mit Hilfe der Gleichungen 
§ 82, (12) und (15) findet man: 

19-3* = 7i;-^G}^^a^{aQ -cc^){a^ - fifg). 

Ebenso, oder durch Anwendung geeigneter linearer Substitutionen, 
wird erhalten: 

Die Identität § 48, (3) liefert eine gewisse Kontrolle dieser 
Eechnung. 

§ 84. ZusAnmenrucken von mehreren Verzweigungspunkten. 

Lassen wir noch einen dritten Verzweigungspunkt mit den beiden 
schon zusammengerückten zusammenfallen, so werden wir von der 
EiEMANNSchen Fläche her auf denjenigen Ausartungsfall geführt, den 
wir vom Periodenparallelogramm her am Ende von § 80 erhalten 
hatten. Es wird nämlich dann: 

1) lim7/=f ^^ 

also gleich einem Integral, das als Integral zweiter Gattung auf der 
zweiblättrigen Fläche mit zwei Verzweigungspunkten anzusehen ist. 
Ein solches Integral ist aber notwendig gleich einer algebraischen 
Funktion der oberen Grenze. Denn auf der zweiblättrigen Fläche 
mit nur zwei Verzweigungspunkten gibt es eine algebraische Funktion, 
die nur in einem Punkte und in diesem nur von der ersten Ordnung 
unendlich groß wird. Wählen wir einen konstanten Faktor so, daß 
die Residuen beiderseits gleich werden, so müßte die Differenz 
zwischen dem Integral und dieser Funktion ein Integral I. Gattung 
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sein; ein solches gibt es aber auf der zweiblättrigen Fläche mit 
nur zwei Verzweigungspunkten nicht, diese Differenz muß also kon- 
stant sein. In der Tat findet man durch Ausführung der Integration 
nach elementaren Methoden: 

2) limw = — ^--=l/*Z«[. 

(«i-«o)yaD y *-«o 

Andererseits ergibt jede der Gleichungen (4) von § 56 für 
diesen Fall: 

3) limpu^^^^^^^p^"^^^^ 

Vergleichung von (2) und (3) führt auf die Gleichung (22) von § 80 
und damit auf die dort noch folgenden Gleichungen zurück. 

Aber das ist nicht die einzige Art, wie drei Verzweigungs- 
punkte in einen zusammenrücken können, sondern ein sehr spezieller 
Fall. Von der großen Zahl der hier denkbaren MögUchkeiten ist 
besonders noch eine von Interesse: wir können die drei Verzweig^ings" 
•punkte auch so zusammenrücken lassen, daß ihr Doppelverkältnis mit 
dem vierten einem bestimmten von 0,1^ 00 verschiedenen Grenzwert 
sich nähert. Nun haben wir in § 63 gesehen, daß jedes elliptische 
Integral I. Gattung sich umformen läßt in das Produkt aus einem 
Integral derselben Art, das nicht mehr von den einzelnen Ver- 
zweigungspunkten, sondern nur noch von ihrem Doppelverhältnis 
abhängt, und einem von x unabhängigen Faktor. Dieser Faktor 
hebt sich weg, wenn wir die Quotienten v = uj2(o^, r = (o^jco^ bilden; 
die Thetafuhktionen werden also von einem solchen Grenzübergang gar 
nicht berührt. 

Wir fragen ferner, was aus unseren Formeln wird, wenn wir 
zweimal je zwei Verzweigungspunkte zusammenrücken lassen. An 
der ersten oder zweiten Normalform ist die Ausfuhrung dieses Grenz- 
überganges nicht möglich^ so daß man bei ausschließlichem Gebrauch 
einer dieser Normalformen an diesem Grenzfall ganz vorbeigeführt 
wird ; dagegen kann man hier die dritte Normalform benutzen. Setzt 
man nämlich in ihr jtt = 1 , so fällt nicht nur der Verzweigungs- 
punkt ^~^ mit 1, sondern gleichzeitig auch — /x""^ mit —1 zu- 
sammen. Wir brauchen aber gar nicht erst auf eine bestimmte 
Normalform zu transformieren, sondern können mit den allgemeinen 
Formeln operieren. Es kommt dann: 



4) 



lim u = ■~=r 1 = =r log 

l/ao J (x. - «oX» - «i) («0 - a,)l/ao * - «i 



1 . — 27ti 



(«1 - «o) y »0 ' 

BuBKHABDT, Funktionen. II. Zweite Aufl. '14 
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während co^ über alle Grenzen wächst. Die Verhältnisse liegen also 
hier ganz ebenso, wie in dem in den §§81 — 83 behandelten Falle. 
(Will man von der Gleichung (4) von § 81 zu der eben abgeleiteten 
Gleichung (4) den Grenzübergang ausführen, so muß man erst vom 
unbestimmten Integral zum bestimmten übergehen, bzw. die untere 
Grenze anders wählen, als es dort geschehen ist.) 

Was endlich den Fall betrifft, daß alle vier Verzweigungspunkte 
zusammenrücken, so steht dieser zu dem Falle, daß drei zusammen- 
rücken, ebenso wie das paarweise Zusammenrücken von je zweien 
zu dem Zusammenrücken von nur zweien: es ändert sich nichts 
Wesentliches mehr. 

Zu beächten ist übrigens, daß in den beiden letzten Fällen die 
BiEMANNsche Fläche zerfallt, indem ihre beiden Blätter sich ganz 
voneinander trennen. 



ZEHNTER ABSCHNITT. 



BealitätsYerhältnisse. 

§ 85. Vorbemerkungen. 

Für die Anwendungen der elliptischen Funktionen auf mecha- 
nische und andere physikalische Probleme, sowie auch für bestimmte 
Fragen der Theorie ist es erforderlich, daß man weiß, ob sie für 
bestimmte Werte des Arguments reell sind oder nicht, und im 
ersteren Falle, daß man Grenzen angeben kann, zwischen denen 
ihre Werte liegen. Auch diese Untersuchung, wie die des vorigen 
Abschnitts, kann sowohl vom Periodenparallelogramm, wie von der 
EiEMANNSchen Fläche aus geführt werden; auch hier wollen wir zuerst 
den erstgenannten Weg einschlagen. 

Wir müssen dann zunächst fragen, unter welchen Umständen 
reellen Werten der Veränderlichen u auch reelle Werte elliptischer 
Funktionen entsprechen. Dazu ist nach IB, § 71 erforderlich, daß zu 
konjugiert komplexen Werten von u auch konjugiert komplexe Werte 
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der Funktion gehören. Dann muß aber, wenn irgend eine kom- 
plexe Zahl 2 (o Periode der Funktion ist, auch die zu ihr konjugiert 
komplexe Zahl Periode sein. Da nun Summe und Differenz 
zweier Perioden wieder Perioden sind, und da die Summe zweier 
konjugiert komplexen Größen reell, ihre Differenz rein imaginär ist, 
so folgt: 

Unter den Perioden einer doppeltperiodischen Funktion, die für 
reelle Werte des Arguments selbst reell ist, sind stets sowohl reelle, als 
auch rein imaginäre. 

Hier sind nun zwei Fälle zu unterscheiden: entweder bilden die 
kleinste positiv reelle und die kleinste positiv imaginäre Periode zu- 
sammen ein primitives Periodenpaar (§ 67), oder das ist nicht der 
Fall. Diese beiden Fälle sind getrennt zu behandeln. 

§ 86. Das Periodenparallelogramm ein Recliteck; pu und p'u. 

Wenn die kleinste positiv reelle und die kleinste positiv imagi- 
näre Periode zusammen ein primitives Periodenpaar bilden^ so daß 
ein elementares Periodenparallelogramm ein Rechteck ist, bezeichnen 
wir die erstere mit 2 co^, die letztere mit 2 (X)^, Das Periodenverhältnis 
r = «Jg/o?! wird dann positiv imaginär, so daß diese Festsetzung der 
bereits § 14, IV getroffenen und seitdem festgehaltenen nicht wider- 
spricht. Die Glieder der Eeihen § 17, (3) und (4) sind dann (für 
reelle u) teils reell, teils paarweise konjugiert imaginär; wir erhalten 
somit zunächst den Satz: 

I. In unserem Fall sind die Größen g^, g^ reell und die Funk» 
tionen pu, p' u nehmen für reelle Werte des Arguments selbst reelle 
Werte an. 

Wir fragen weiter nach den Vorzeichen dieser Funktionen. 
Für hinlänglich kleine Werte von u geben uns darüber die Reihen 
§ 18, (2) und (3) Auskunft, da für solche Werte nach IB, § 38, XI 
(vgl. auch I B, § 43, IV) das erste Glied dieser Reihen die Summe 
aller folgenden überwiegt. Sie zeigen nämlich: 

II. Für dem absoluten Betrag nach kleine reelle Werte von u ist 
in unserem Falle pu positiv, p' u hat das entgegengesetzte Forzeichen 
wie u. 

Lassen wir nun u von an wachsen. Zunächst ist p u positiv, 
p' u negativ; pu nimmt also ab. p' u bleibt negativ, bis es Null wird; 
das geschieht (vgl. § 18, p. 47) zum ersten Male bei u = (Oy Dort 
wird pu ^ e^ also folgt: 

U* 
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III. Wenn u stetig von o bis (o^ toächst, nimmt pu stetig von 
+ OD bis e^ ab. 

Hätte die Gleichung 

1) 4z^-'ff^z--ff^ = 

eine Wurzel z =^ e, die algebraisch größer als e^ wäre, so würde 
pu diesen Wert e in irgend einem Punkte zwischen und co^ an- 
nehmen müssen. Dann wäre aber in einem solchen Punkte /?' tt = 0, 
was nicht sein kann. Also folgt: 

IV. ^j =pf^i w^ in unserem Falle die algebraisch größte Wurzel 
der Gleichung (1) und daher notwendig positiv. 

Lassen wir u von od^ bis 2q7^ weiter wachsen, so durchläuft 
pu dieselben Werte in umgekehrter Reihenfolge; denn aus § 17 (7) 
und daraus, daß pu eine gerade Funktion von u isty folgt: 

p[m^ +u)^p{(D^ —4 
ü. s. w. 

Um auch für rein imaginäre Werte Ton u über das Verhalten 
Yon p u Näheres zu erfahren, gehen wir aus von den Homogeneltäts- 
relationen § 17, (10) und (11). Setzen wir in ihnen jw = i, so er- 
halten wir: 

92 [^i h o>3 = ff2 i^v ^3)7 

p{u\ 00^ i, 0^3 i) = -piuil (»1, (»3), 
bzw. 

P{^\ 92» -^3) = -Pi^i'^ 9v 9z)' 

Sind ^j, e^y e^ die Wurzeln der Gleichung 4 z' — ^2 2: — ^3 = 0, 
so sind — ^1 , "" ^2' ~ *s ^^ ^®^ Gleichung 4 z^ — ^^ z + ^g = 0. 
Wenden wir also die Sätze II — IV auf die Funktion p (w ; g^, — ^3) 
an und übertragen die Ergebnisse auf die Funktion p[ui\ g^, g^), 
so erhalten wir: 

V. Wenn u rein imaginäre Werte von bis cog stetig durchläuft, 
so durchläuft pu stetig wachsend reelle Werte von — 00 bis zu der 
algebraisch kleinsten (also notwendig negativen) Wurzel der Gleichung (I). 

Die ■ Werte von p u für andere rein imaginäre u ergeben sich 
hieraus wie oben. Übrigens folgt noch aus IV und V mit Rücksicht 

auf § 18, (12): 

VI. In unserem Falle sind alle drei Wurzeln der Gleichung (1) reelL 
Für komplexe Argumente [u + v i) erhält man dann die zu- 
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gehörigen Funktionswerte durch die Additionstheoreme (§ 23). Z. B. 
ergibt sich für v = coj aus der Gleichung § 23, 6 (in der man u 
und V vertausche): 

und daraus der Satz: 

VII. Wenn u Werte^ deren rein imaginärer - Bestandteil = o)g istj 
von (Ö3 Äw — G?3 Ä^tfÄ^ durchläuft (also auf einer durch (o^ gezogenen 
Parallelen zur Achse der reellen Zahlen sich bewegt), durchläuft pu 
stetig wachsend reelle Werte von e^ bis e^. 

Aus diesem Satze ergibt sich ebenso wie V aus III: 

VIII. Wenn u Werte y deren reeller Bestandteil = m^ ist, von 0?^ 
bis — ß?2 stetig durchläuft (also auf einer durch (ö^ gezogenen Parallelen 
zur Achse der rein imaginären Zahlen sich bewegt), durchlävft p u stetig 
abnehmend reelle Werte von e^ bis e^^ 

Wir können die Sätze III, V, VII, VIII zu dem einen zu- 
sammenfassen : 

IX. Wenn u den Umfang des Rechtecks , dessen Ecken in den 
Punkten ö, ö?^, — ö>2> ^3 Hegen , im positiven Sinne von an durch- 
läuft, durchläuft pu beständig abnehmend alle reellen Werte von 

^- QO bis — 00. 

Im Innern dieses Rechtecks ist die Funktion p u überall regulär 
und ^^=1=0; daraus und aus dem eben bewiesenen Satze folgt: 

X. Durch die Funktion p u mit einer reellen und einer rein imagi- 
nären Periode tcird das erwähnte Rechteck auf die negative Halbebene 
konform abgebildet 

.Damit sind wir zur Umkehrung der Entwicklungen von § 8 
gelangt, in denen gezeigt wurde, daß eine Halbebene durch ein 
elliptisches Integral I, Gattung auf ein Rechteck abgebildet wird. 
Dort waren die vier Verzweigungspunkte der Halbebene willkürlich 
gegeben, hier sind es die Seitenlängen des Rechtecks. 

Die analytische Fortsetzung der gefundenen Abbildung vermöge 
des Spiegelungsprinzips kann jetzt ganz ebenso wie in § 9 vor- 
genommen werden. Wir erhalten dadurch zu jedem reellen Wert 
von z, ausgenommen e^, e^, e^, zwei inkongruente Werte von u, 
für die z =: pu ist, und schließen darauf auf Grund von § 15, II: 

XI. Außer in den bereits angegebenen und in den aus ihnen durch 
die Spiegelungen hervorgehenden Linien ist die Funktion p u in unserem 
Falle nirgends reell. 
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§ 87. Das Periodenparallelogramm ein Rechteclc; die SIgma, 

die Funktionen Jacobis und die Theta. 

Für die Fortführung unserer Untersuchungen ist es zunächst 
erforderlich zu wissen, wie es in dem von uns betrachteten Falle 
mit der Bealität der in § 82 eindeutig definierten Werte gewisser 
Wurzelgrößen steht Darüber geben die Darstellungen dieser Wurzel- 
größen durch unendliche Produkte Auskunft Sie zeigen: 

I. Versteht man unter Zco^ die reelle, unter 2(o^ die rein imagi' 
näre Periode, so werden: 

y^j — e^ und ye^ — e^ positiv reell; 



1) 



y^2 — ^8 ^^ff^^^ reell; 

y^2 "~ ^1 P^^^^^ imaginär; 

y«g — e^ und y^g — e^ negativ imaginär. 
Die Werte der vierten Wurzeln aus den Differenzen der e sind 
erst bestimmt, wenn über den der Quadratwurzel aus co^ bei- 
zulegenden Wert eine bestimmte (an und für sich willkürliche) Fest- 
setzung getroffen wird. Hier, wo o?j reell und positiv ist, werden 
wir diese Festsetzung zweckmäßigerweise so treffen, daß wir '\l2o)^/7t 
ebenfalls reell positiv nehmen; dann werden die Arkus von: 

i * * * i 4 fr 

y^i - ^2 y^2 - ^i y^2 - ^3 y^s - ^2 Vv-^ y^i - ^s 

bzw. gleich: 

c)\ n ^^ ^^ ^^ ^^ f\ 

Die Größen "^k und ^k' werden beide positiv reell und also beide 
dem absoluten Betrage nach kleiner als 1. 

Die Realitätsverhältnisse der Sigmaquotienten könnten wir aus 
ihren Darstellungen durch unendliche Produkte (§ 81) entnehmen. 
Einfacher ist es, direkt an ihre Ausdrücke durch p u anzuknüpfen 
und die den auftretenden Wurzelgrößen beizulegenden Werte da- 
durch zu bestimmen, daß wir ihre Werte für einzelne Argument- 
werte durch die soeben untersuchten Wurzeln aus den Differenzen 
der e^ ausdrücken (§ 32, 12, 13). Somit findet man z. B., daß die 
Funktionen: 

CT t* = 1 (Ti w y^ u — e^ a^u Yp u — e^ 

^8 ^ Vp ** ■" ^ ^8 ^ Vp ^ — ^ f^3^ Vp w — ^8 

in den Ecken des in Satz IX von § 86 erwähnten Rechtecks die 
in der folgenden Tabelle angegebenen Werte haben: 
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3) 







«, 



— Ö3, 



07« 



(TU 

(7, U 
(TsU 







1 



1 



V^- 










ygs - gs 





00 



00 



00 



Aus dieser Tabelle ergibt sich für die yon Jacobi eingeführten 
Funktionen die folgende: 

; K K + iK' ir 



4) 



sniD 

cnw 
dnw 




1 



1 


k' 



k 
.k' 



— i 



00 

00 



1 A' 00. 

(In der Überschrift dieser Tabelle ist mit Jacobi: 



5) 



ä: = 



6)1 



Vgl -gs' 



jr' = 



6), 



*ygi - gB 

gesetzt.) 

Aus diesen Werten der Funktionen in den Ecken des Rechtecks 
schließt man auf ihre Werte längs seiner Seiten. Ihre Werte längs 
der Seiten der anstoßenden Rechtecke ergeben sich dann aus dem 
Spiegelungsprinzip. Die Resultate sind in den nachfolgenden Figuren 
dargestellt, in denen die Linien, längs deren die betr. Funktion: 

positiv reelle Werte hat, ausgezogen , 

negativ reelle Werte hat, gestrichelt ^^ , 

positiv imaginäre Werte hat, strichpunktiert — . — . — . — , 
negativ imaginäre Werte hat, punktiert 



jv iiK' K ^K zh iK' sk^JK' ij(^iK' 




\ 



w.Khit 2K^iX! SÜhX Jiß*^ 



I 
I 






[sK-hK 






Z»1 o ^1 

Xmcnw 



4K 



Fig. 36. 



Fig. 37. 
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w.iix! Kt<iiK\K^3iK* 



I, 



sind. Zum Verständnis dieser Figuren sei noch bemerkt: gehen von 
einem Punkte verschiedene Linien aus^ längs deren z positiv, und 

andere, längs deren z negativ reell ist^ so 
müssen in den Winkelräumen zwischen ihnen 
abwechselnd Linien liegen^ längs deren z 
positiv^ bzw. negativ imaginär ist Bei posi- 
tiver Umkreisung eines Punktes, in dem z=zO 
ist, folgen diese Linien in der Beihenfolge: 
+ 1, +1, — 1, — i aufeinander, bei positiver 
Umkreisung eines Punktes, in dem 2; = oo ist, 
in der entgegengesetzten. 

Wird das Argument der Thetafunktionen 
durch die Gleichung: 

6) 



I 



I 
I 



•*•' 



I 

I 



wjiK' lC*iK' tK*iK^ 





#••••*••■•« 



Z.nc 



Zml 



00 



Zmdniv 
Fig. 38. 



V = 



2g), 



2F 



eingeführt, so wird es für reelle Werte von u 
ebenfalls reell. Die Reihenentwicklungen 
§ 42, (9) und § 45, (1) bis (3) enthalten dann für 
reelle u trigonometrische Funktionen reeller 
Winkel, für rein imaginäre u = u^i können an ihrer Stelle Ex- 
ponentialfunktionen von u^ gesetzt werden» so daß man erhält: 

&^[vi I t) = 2 { äV*(c«"' - e-^'^) - h'U[e^^" - ^-8*^) +- .,.} 



7) 



Wenn aber die reelle Periode dem absoluten Betrage nach 
größer ist, . als die rein imaginäre, so ist es vorteilhafter, Reihen zu 
benutzen, die nach Potenzen von: 



8) 



Äj = tf 



a>x TT t 

CO, 



fortschreiten. Dann muß man auch anstatt v die Größe: 



9) 



u 



"1=^ 



einführen, die für reelle Werte von u rein imaginär, für rein imagi- 
näre Werte von u reell ist. In diesem Falle enthalten also die 
Entwicklungen für reelle u Exponentialfunktionen, für rein imagi- 
näre u trigonometrische Funktionen reellen Arguments. 
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§ 88. Das Periodenparallelogramm ein Rhombus. 

Wir haben noch den zweiten der in § 85 unterschiedenen Fälle 
zu betrachten, daß zwar sowohl reelle^ als auch rein imaginäre 
Perioden vorhanden sind, daß aber die kleinste reelle und die 
kleinste rein imaginäre Periode zusammen 
kein primitives Periodenpaar bilden. Wir 
bezeichnen die erstere mit ^2o)^, die zoA^ xa ill lll ll l l lin> l-2u;. 




letztere mit — 2 (o^\ Im Innern des durch 

sie bestimmten Parallelogramms muß min«- 

destens noch ein Periodenpunkt liegen; sei 

a + ßi ein solcher Punkt. Dann ist auch Fig. 89. 

a^ßi eine Periode, also sind auch 2a und 2ßi Perioden und 

folglich ist a = — ö?a, ßi = — €o^\ Es gibt also nur einen solchen 

Punkt; und das Periodenpaar: 

1) - «2 + ö>j' = 2 «1, - (0, — Wg' = 2 (ög 

ist ein primitives. Umgekehrt ist dann: 

2) (üg = - ö?i - ©3, OJg' = «1 - 0}g. 

I. In diesem Falle ist also ein primitives Periodenparallelogramm 
ein Rhombus. 

Hat u reelle Werte, so sind auch in diesem Falle die Glieder 
der Reihe § 17 (4) teils reell, teils paarweise konjugiert komplex. 
pu erhält also reelle Werte, ebenso p u. Auch g^ und g^ werden 
reell. Für sehr kleine reelle u ist /?m positiv, p'u hat das entgegen 
gesetzte Vorzeichen wie u. Wächst u stetig von bis — co^, so 
bleibt p' u negativ, pu nimmt also stetig ab von + oo bis e^y e^ 



2> 



ist also in diesem Falle reell. Wächst dann u wieder bis — 2 « 
so nimmt pu wieder zu von e^ bis oo. 

Auch wenn u rein imaginäre Werte hat, sind die Glieder der 
erwähnten Beihe paarweise konjugiert komplex, p u erhält also auch 
dann reelle Werte, und zwar nimmt es, wenn u stetig von über 
— (o^ bis — 2 0^2 ' wächst, zuerst stetig zu von — (X> bis jo (— g)^) = e^ 
und von da wieder ab bis — cx). Es ist nämlich — cög' = — Wg — 2 ö?i 
äquivalent, also p{— (o^)= p[^ (^^ Dieselben Werte 



zu — CO 



2 



durchläuft u auch, wenn u auf geradem Wege, von 2(d^ nach 



2 (Og = 2 coj — 2 cög' geht. 



Damit sind nun aber schon zu jedem reellen Werte z zwei 
Punkte u des fundamentalen Periodenparallelogramms gefunden, in 
denen pu=^ z wird. Also muß in allen anderen Punkten desselben 
pu imaginär, bzw. komplex sein, speziell auch in co^ und m^ Die 
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beiden Werte p(o^=^ e^y P^^s = ^3 sind also in diesem Falle kon- 
jugiert komplex, und wir haben nur noch zu untersuchen, welchem 
von ihnen ein positiver und welchem ein negativer imaginärer Be- 
standteil zukommt Zu diesem Zwecke beachten wir: Wenn u den 
Umfang des Rechtecks (0, —«3, 20)3, — WaO ™ positiven Sinne 
durchläuft, durchläuft z zweimal nacheinander die Achse der reellen 
Zahlen von + 00 über e^ nach — 00. Dabei bleibt die negative 
Halbebene zur Linken, p u nimmt also in den der Begrenzung be- 
nachbarten Teilen des genannten Bechtecks Werte mit negativer 
zweiter Koordinate an; und da diese zweite Koordinate im Innern 
desselben nirgends Null wird, so kann sie auch ihr Vorzeichen 
nicht wechseln und muß folglich im ganzen Innern negativ sein. 
Also folgt: 

IL In dem hier betrachteten Falle ist von den beiden konjugiert 
komplexen Wurzeln der Oleichung: 

4 ^' - 5^2 ^ - 5^3 = Ö 

e^ = j? cOj diejenige, deren imaginärer Bestandteil positiv, e^ = pcj^ die^ 
jenige, deren imaginärer Bestandfeil negativ^ 

Das Bild des genannten Rechtecks überdeckt die negative Halb- 
ebene der z-Ebene doppelt; der Punkt z = e^ ist ein Verzweigungs- 
punkt dieses Bildes. 

Die Verhältnisse dieses Falles genauer ins einzelne zu verfolgen, 
haben wir nicht nötig, da wir ihn später (§ 118, § 124) durch eine 
quadratische Transformation auf den in den vorhergehenden Para- 
graphen ausführlich diskutierten zurückführen werden. 

§ 89. Der harmonische Fall (lemniskatlsche Funktionen). 

Ein gewisses spezielles Interesse bietet der Unterfall des in den 
Paragraphen (86) und (87) behandelten Falles dar, daß die kleinste 
reelle und die kleinste rein imaginäre Periode denselben absoluten 
Betrag haben, daß also das Periodenparallelogramm ein Quadrat, 

1) CÖ3 = cöj 2, T = 2, Ä = e"" = 0,04321 . . . 

ist Es werden dann in der Eeihe § 18 (5) je zwei Glieder einander 
entgegengesetzt gleich und folglich: 

2) ffs = 0. 

Der Homogeneltät der Formeln wegen dürfen wir unbeschadet der 
Allgemeinheit 

3) ff,=4: 
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annehmen; dann wird: 

4) ^1 = 1, ^2 = 0, <?3 = - 1 
und: 

5) P = A'2 = 1. 

Die vier Verzweigungspunkte (cx), 1, 0, — 1) liegen in diesem Falle 
harmonisch (IB, § 15, IX). 

Die Werte der Perioden lassen sich in diesem Falle durch 
ExjiiEBsche Integrale ausdrücken; man findet nämlich: 

1 



oder, indem man y = x^ substituiert: 

1 



Es ist aber: 



r{\) 





sin-— 
4 



also: 



6) <^^-i]f^m'' 

Die Werte der Funktionen für rein imaginäre Argumente 
drücken sich in diesem Falle folgendermaßen durch ihre Werte für 
reelle Argumente aus: 



7) 



p {iv) ^ ^ pu, p' (j if) = ip (i^), a (it«) = 2 0' (t«), 

«Ti (2m) =(J^\u\^, ^f^ = ö-j (m I - (O3, (öl) = 0-3 M, 
«Tj (im) = ö-g (m), (Tg (2M) = (Ti M. 



Man nennt die diesem Falle zugehörenden elliptischen Funk- 
tionen auch wohl lemniskatische Funktionen, da das Problem der 
Eektifikation der Lemniskate auf solche Funktionen führt 

§ 90. Der äquianharmonische Fali. 

Neben diesem Falle stellt sich als ein zweiter ausgezeichneter 
Fall der, daß das Periodenyerhältnis gleich einer dritten (oder 
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sechsten) Einheitswurzel, das Periodenparallelogramm also ein 
Rhombus mit Winkeln von 60 und 120 G-rad ist. Sei: 



1) 



W, = €(0l, €= -| + -^ ]/3, 



also da 1 + « + 6* = ist, co^ = e^cjy 

EJs geben dann in der Reihe für ff^ je drei Glieder zusammen 
Null und folglich ist hier: 

2) ^, = 0. 

Setzen wir ^g = 4, so erhalten wir (vgl § 88, II): 

3) ^j = «, ^2 "^ ^» ^3 ~ *^> *^^^ ^^ ~ "~ *• 
Die Homogenitätsrelationen geben hier: 

4) < p'{6u) = />'m, 

(T{eu) = 6 (T M. 

Aus der zweiten dieser Formeln und aus § 22 ergibt sich^ daß in 
diesem Falle: 

pu-p v = 2-^ \s..^sl 



a" u a" V 



zu). 



5) 

ist. 

Auch in diesem Falle kann man die Werte des Arguments an- 
geben, f(ir die pu = wird. Ist nämlich pu^ = 0, so ist nach (4) 
auch p (« «j) = und p («* wj = 0. Da die Funktion p u jeden Wert 
nur in zwei Punkten des Periodenparallelogramms annimmt (§ 15), 
so können die drei Punkte u^, eu^^, e^Mj nicht alle inkongruent sein. 

Sind irgend zwei von ihnen kongruent, so ist auch 
der dritte zu beiden kongruent, da das Produkt 
jeder Periode mit e wieder eine Periode liefert. Aus 

't(v^ eu^ = Wj + 2 Äj cöj + 2 Äg € coy 

ergibt sich entweder u^^O oder 

6) Mi=± J(l-c).2ö>i. 

Da ?/j ^0 keine Nullpunkte, sondern Pole für pu 
liefert, so folgt: 

J)ie Nullpunkte der Funktion p u liegen in diesem Falle in den 
Schwerpunkten u^ und 7i^ der beiden gleichseitigen Breiecke, in die das 
Periodenparallelogramm zerlegt werden kann. 




zux 



Fig. 40. 
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Bemerkenswerte, für diesen Fall gültige Formeln sind noch: 

7) p{iu]f3)=p{eu - e'u) = ^ *-^^|i^^- 

und: 

8) pU = j:^ ^^ ^- • 

Die Richtigkeit der letzteren kann man folgendermaßen be- 
weisen: Da 2]/3 = 6 — €* ist, ist das Produkt von 2]/3 in irgend 
eine Periode 2h^a)^ +2h^a)^ wieder eine Periode, nämlich gleich 
(2 Ä^ — 4 Ag) coj + (4 Aj — 2 Ag) 0)3. Die rechte Seite von (8) ist also 
eine elliptische Funktion III. Art; sie hat u ^ zum zweifachen 
Pol und die Punkte u^ und u^ zu einfachen Nullpunkten (da 
iWj y3 = — 2cöj, it/gV^ =2(öj ist). Also kann sie sich von pu 
nach § 40, lU nur durch einen Exponentialfaktor unterscheiden. 
Yergleichung der Reihenentwicklungen zeigt, daß dieser Exponential- 
faktor sich auf die in (8) angegebene numerische Eonstante reduziert 



§ 91. Behandlung der Realitätsverhältnisse 
von der RiEMANNSChen Fläche aus. 

Es bleibt noch die Frage zu erörtern, wie weit die Unter- 
suchungen der letzten Paragraphen sich umkehren lassen, ob man 
bei reellen Werten der Koeffizienten immer auf einen der in diesem 
Abschnitt untersuchten Fälle geführt wird; eine Frage, deren Be- 
antwortung die Erörterungen des VI. Abschnitts in einem wesent- 
lichen Punkte ergänzt. 

Wie aus der Theorie der Gleichungen vierten Grades bekannt 
sein wird, hängt die Eealität der Wurzeln einer solchen Gleichung 
(also in unserem Falle der Verzweigungspunkte der RiEMANNschen 
Fläche) wesentlich ab von dem Vor zeichen der Diskriminante G 
(§ 32, 19): ist sie positiv, so sind die Fer zweigung spunkte alle vier reell, 
oder sie . sind paarweise konjugiert komplex; ist sie negativ, so sind 
zwei Verzweigung spunkte reell y die beiden anderen konjugiert komplex. 

I. Der Fall reeller Verzweigungspunkte ist bereits durch die 
Untersuchungen von §§ 8 und 9 erledigt: wir haben dort gesehen, 
daß und wie man bei geeigneter Wahl des Querschnittsystems ein 
primitives Periodenpaar bestimmen kann, dessen eine Periode reell 
ist, die andere rein imaginär. Zwar ist dort a^ als positiv voraus- 
gesetzt, aber das ist keine wirkliche Einschränkung: für negative 
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Werte von a^ hat man nur die beiden Perioden mit Vorzeichen- 
wechsel der einen zu vertauschen. 

n. Der Fall, daß alle vier Verzweigung spunkte paarweise kon- 
jugiert komplex sind, läßt sich auf den vorigen durch eine lineare 
Transformation der Integrationsvariabein (§ 62) zurückführen. Denn 
durch vier Punkte der 2:- Ebene, die paarweise konjugiert komplex 
sind, läßt sich stets ein Kreis legen; man hat nur nötig, eine solche 
lineare Transformation anzuwenden, daß dieser Kreis in die Achse 
der reellen Zahlen einer ^-Ebene übergeführt wird. ü. a. ist das 
der Fall bei den in §§ 63 und 64 besprochenen Transformationen 
auf die erste und zweite Normalform (vgl. § 56, 5); sowie auch bei 
der auf die dritte Normalform, sobald man die Bezeichnung so 
wählt, daß zwei konjugierte Verzweigungspunkte nach ± 1 verlegt 
werden. Die Achse der reellen Zahlen der 2:-Ebene geht dabei über 
in einen Kreis der J-Ebene, für den die Verzweigungspunkte paar- 
weise Spiegelbilder voneinander sind (IB, § 11, II; vgl. IB, §73 IV). 

Umgekehrt schließt man daraus: sind vier Verzweigungspunkte 
gegeben, die auf einem Kreise liegen, und wird verlangt, eine solche 
lineare Transformation der Integrationsvariabein vorzunehmen, daß 
zu reellen Werten der neuen Variabein f auch reelle Werte der 

Funktion f^{C), bzw. /^(f) gehören, so kann das einmal dadurch 
geschehen, daß man den genannten Kreis selbst in die Achse der 
reellen ^ transformiert; dann aber auch dadurch, daß man diese 
Achse einem der beiden Kreise entsprechen läßt, für die die Ver- 
zweigungspunkte paarweise Spiegelbilder voneinander sind. Bei der 
in § 8 besprochenen konformen Abbildung der Halbebene auf ein 
Bechteck entsprechen diesen beiden Kreisen die zu den Seiten 
parallelen Halbierungslinien des Rechtecks. 

Hat das Integral eine der drei Normalformen, so sind diese 
beiden Kreise: 

für die I. Normalform der Kreis vom Mittelpunkt. und Radius 
i-Vt und der vom Mp. A-i und R. A-Va(A-i- 1)V«; 

für die IL Normalform der Kreis vom Mp. e^ und R. ]/(<?j — e^){e^ — e^) 

und der vom Mp. <?g und R. y(^i — ^3)1^2 "" ^3)5 
für die III. Normalform, wenn der Kreis durch die Verzweigungs- 
punkte in die Achse der reellen Zahlen transformiert ist, die 
Achse der rein imaginären Zahlen und der Kreis vom Mp, 
und R. fji-^. 

III. Sind zwei Verzweigungspunkte reell, die beiden anderen kon- 
jugiert komplex, so bezeichne man einen der reellen Punkte mit a^, 
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die beiden konjugiert komplexen mit Uq und a^, und lege dann die 
Schnitte so, wie zu Fig. 26, p. 136 angegeben. Zieht man sie dann 
bis zu den geraden Verbindungslinien der betreffenden Ver- 
zweigungspunkte zusammen und achtet auf die richtige Bestimmung 
der Vorzeichen, mit denen die Quadratwurzeln zu nehmen sind, 
so sieht man, daß die beiden Perioden konjugiert komplex aus- 
fallen ; w. z. b. w. 

Vier beliebig vorgegebene Punkte können durch eine lineare 
Transformation in zwei reelle und zwei konjugiert komplexe über- 
geflihrt werden, wenn es einen Kreis durch zwei von ihnen gibt, 
für den die beiden anderen Spiegelbilder voneinander sind. Es 
gibt dann stets auch einen Kreis durch die beiden letzteren, für 
den die beiden ersteren Spiegelbilder voneinander sind; wenn also 
eine solche Transformation überhaupt möglich ist, ist sie stets auf 
zwei verschiedene Arten möglich. Ist einer der beiden Kreise in 
die Achse der reellen Zahlen transformiert, so ist der andere für 
die zweite Normalform (die erste ist hier weniger zweckmäßig) der 
Kreis vom Mp. e^^ der durch ^^ und e^ geht; für die dritte die 
Achse der rein imaginären Zahlen. 



ELFTER ABSCHNITT. 
Modnlfnnktionen. 

§ 92. Das Periodenverhältnis als Funktion des Doppelverhältnisses 

der Verzweigungspunicte, 

In den Untersuchungen der vorhergehenden Abschnitte haben 
wir bald die Perioden, bald die Verzweigungspunkte der Biemann- 
sehen Fläche als gegeben angenommen. Die Frage, wie diese 
zweierlei Arten von Größen miteinander zusammenhängen^ haben 
wir bisher nur ganz gelegentlich gestreift; wir müssen sie jetzt 
systematisch in Angriff nehmen. 

Zu diesem Zwecke beginnen wir mit folgender Überlegung: 
Sind die Yerzweigungspunkte gegeben, so sind dadurch nach den 
Ergebnissen von § 78 auch die Perioden bis auf ganzzahlige lineare 
Substitutionen festgelegt. Sind aber umgekehrt die Perioden ge- 
geben, so können dadurch die Verzweigungspunkte keinesfalls völlig 
bestimmt sein. Denn wir haben in § 62 gesehen, daß wir jedes 
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elliptische Integral I. Gattung darch lineare Transformation der 
Integrationsvariabeln in ein anderes Integral derselben Form über- 
fuhren können. Dieser Transformation können wir auch die Schnitte 
unterwerfen, durch die die Perioden definiert sind (vgl. § 6, VIII); 

bezeichnen wir dann die Perioden des Integrals | , bzw. mit 

2 a)/, 2 (Ö3', so können wir aus Gleichung (5) von § 62 schließen: 

also: 

2) Tj = t/. 

Man pflegt nun die Definitionen II und III von § 62 durch den 
Zusatz zu ergänzen: 

L Eine Kovariante, die die Variable nicht enthält, sondern nur die 
Koeffizienten^ heißt eine Invariante, 

Dann kann man die Gleichungen (1) und (2) so aussprechen: 

II. Die Perioden sind (transzendente) Invarianten der Grundform f 
vom Gewichte — i; das Periodenverhältnis ist eine absolute Invariante. 

Schon daraus kann geschlossen werden, daß durch die Perioden, 
bzw. das Periodenverhältnis nur solche Funktionen der Koeffizienten 
von f bestimmt sein können, die selbst Invarianten, bzw. absolute 
Invarianten von f sind; und daß nur eine homogene Funktion der 
Perioden Invariante von f sein kann. 

Wir erhalten eine noch bestimmtere Formulierung dieses Satzes, 
wenn wir wie am Schlüsse von § 62 statt der Koeffizienten die Ver- 
zweigungspunkte einführen. Dabei müssen wir nur beachten, daß 
bei der linearen Transformation auch a^ einen neuen Wert bekommt 
(vgl. § 62, 7) und also im allgemeinen von Funktionen der Ver- 
Zweigungspunkte und des a^ reden. Beschränken wir uns aber auf 
absolute Invarianten, so brauchen wir auf a^ nicht zu achten. Denn 
eine solche bleibt auch invariant bei der Substitution: 

« 'c, 
z = — , 



für die: 

wird; sie hängt also jedenfalls nur von den Verhältnissen der Koef- 
fizienten von f ab, bzw. nur von den Verzweigungspunkten, nicht 
auch noch von a^. Wir kennen aber bereits aus IB, § 15 alle In- 
varianten von vier Punkten gegenüber linearer Transformation: sie 
sind alle Funktionen ihres Doppelverhältnisses. Damit haben wir 
den Satz gewonnen: 



dx 
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in. Das Verhältnis der Perioden eines elliptischen Integrals 
L Gattung hängt nur ah von dem Doppelverhältnis seiner Ferzwei' 
gungspunkte — 

und also auch umgekehrt: 

IV. Das Doppelverhältnis der Verzweigungspunkte eines elliptischen 
Integrals L Gattung ist eine Funktion des Verhältnisses seiner Perioden, 

§ 93. Die durch einen Zweig dieser Funiction vermitteite 

iconforme Abbiidung. 

Um die in den beiden letzten Sätzen definierten Funktionen 
näher zu untersuchen, bringen wir zunächst das Integral durch eine 
lineare Substitution der Integrationsvariabeln auf die erste Normal- 
form (§ 63): 

- n^C 

Die Perioden können dann (vgl. § 6, VIII) dargestellt werden durch 

die Integrale: 

^ f dx 

2 (0, = I , :^ , 

^ J yx{\ -x){\ - ix) 

^ J V»(l -x)(l - Xx) 

Für jeden von 0, 1, oo verschiedenen Wert von X haben diese 
Integrale endliche bestimmte Werte, die natürlich von X abhängen; 
und man kann folgendermaßen zeigen, daß sie analytische Funk- 
tionen von X sind, die in der Umgebung jedes von 0, 1, oo ver- 
schiedenen Wertes Ä^ sich regulär verhalten. Da die Schnitte nicht 
durch den Punkt 1:^^ gehen müssen, können wir annehmen, alle 
ihre Punkte seien von 1 : X^ um mehr als eine angebbare Größe 6 
entfernt. Dann ist für alle diese Punkte die Entwicklung von: 

nach Potenzen von X — X^ unbedingt und gleichmäßig konvergent, 
solange | A — Ä^ | < \ Xq\ bM~^ ist, wenn mit M das Maximum 
von z längs des Schnittes bezeichnet wird (der in keinem Falle 
durch z = oö hindurchzugehen braucht). Also darf man gliedweise 
integrieren und erhält so 2co^ und 2m^ als in der Umgebung von X^ 
reguläre Funktionen von X dargestellt 

BuBKUABDT, Funktionen, n. Zweite Aufl. 15 
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Weiter geht aus der UngleichuDg (3) von § 53 hervor, daß 
2cöj nicht null werden kann, solange A von 0, 1, oo verschieden 
ist. Also kann aus dem vorigen Satze geschlossen werden: 

I. Jeder Zweig des Periodenverhältnisses ist in der Umgehung jedes 
von 0, 1, CO verschiedenen Wertes eine reguläre Funktion des Doppel-^ 
Verhältnisses der Verzweigungspunkte, 

Daraus folgt, daß jeder einfach zusammenhängende Teil der 
Ebene A, der keinen der drei Punkte 0, 1, oo in seinem Innern 
enthält — z. B. die positive Halbebene — durch jeden Zweig der 
Funktion t{X) auf einen Bereich der r-Ebene konform abgebildet wird. 
Dieser Bereich würde in seinem Innern nur dann einen Verzweigungs- 
punkt enthalten können^ wenn für den entsprechenden Wert von X 
die Ableitung r{X) gleich null wäre. Wir können uns aber davon 
überzeugen, daß das für keinen von 0, 1, oo verschiedenen Wert 
von X der Fall sein kann; wir brauchen dazu nur einen Teil der 
in § 59 angestellten Bechnung für die hier benutzte Normalform zu 
wiederholen. Dabei ergibt sich zunächst, daß 

du _ 1 r xd% 

ein Integral IL Gattung ist, das bei z = X-'^ unendlich wird wie 

A-i 1 11 

daraus folgt dann, wie dort die Gleichung (3), die folgende: 

dx ni 1 

und das ist in der Tat endlich und von verschieden, solange X 
von 0, 1, 00 verschieden ist. Der betrachtete Bereich der r-Ebene 
enthält also keinen Verzweigungspunkt in seinem Innern. Daraus 
allein folgt freilich noch nicht (ebensowenig wie in § 8), daß ein 
solcher Bereich sich nicht teilweise selbst überdecken kann. Wollen 
wir zeigen, daß das nicht der Fall ist, so müssen wir die Kontur 
eines solchen Bereiches bestimmen, d. h. wir müssen untersuchen, 

welche Werte von t reellen Werten von 
-<^^ ^*r~^B X entsprechen. Wir können das durch 

^ *'^ ^/^ «* folgende Überlegungen ausführen: 

Fig. 41. Fassen wir zunächst reelle Werte 

von X ins Auge, die zwischen und 1 
liegen. Dann liegen die vier Verzweigungspunkte so, wie in Fig. 41 
angegeben; wir können die Schnitte wie in Fig. 26 legen und sie 
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daDn bis dicht an die Übergangslinien heran zusammenziehen. Wir 
erhalten so zwei Perioden ausgedrückt durch bestimmte Integrale 
zwischen den Verzweigungspunkten: ^ 

1 

1) 2w,^2f—=J^=., 

^ J yx(i -ä)(i -x%) 





2) 20,3 = 2j 





dx 



yx(i -*)(i --xx) 

-00 

Dabei können wir in dem ersten dieser Integrale, da der Ausdruck 
unter der Quadratwurzel reell und positiv ist, der Quadratwurzel 
willkürlich ihren positiven Wert beilegen; dann ist aber in dem 
zweiten Integral der Wert der Quadratwurzel nicht mehr willkürlich, 
sondern wir müssen, wenn wir mit früheren Festsetzungen (§ 6, VI 
und § 53, II) in Übereinstimmung bleiben wollen, die Quadratwurzel 
hier negativ imaginär nehmen, so daß 2ci)^ positiv imaginär wird. 
Wir können schreiben: 

3) -'-^ = 2 f , ; ^^ = 2 ?ri=^^=-" 

^ j \y-x{i -x)(].'- kx)\ J \yx(i-+x)(i + xx) 

-00 

Diese Darstellungen lassen nun erkennen, wie sich die Perioden 

des normierten Integrals als Funktionen von l im Intervall (0 ... 1) 

verhalten. Lassen wir nämlich X von bis 1 stetig wachsen, so wächst 

auch jedes einzelne Element des Integrals (1). Da alle Elemente 

des Integrals dasselbe Zeichen haben, so folgt: der durch das 

Integral (1) dargestellte Zweig der Funktion 2«^ von X wächst, 

wenn X stetig von bis 1 wächst, von: 

1 

4) 2 r ^ ^^ =2^ 

jyx(i-x) 



bis ins Unendliche. 

Dagegen nimmt jedes Element des zweiten Integrals mit wach- 
sendem X ab. Also folgt: wenn X stetig von bis 1 wächst, nimmt 
2ö?g/i stetig ab von oo bis: 

00 

5) 2f ^^.^ = 2 TT. 





^ Indem wir jeden Schnitt gerade bis za diesen zwei Verzweigungspunkten 
zusammenziehen und nicht, was an und für sich ebenso gut möglich wäre 
(vgl. § 56) zu den beiden andern, erreichen wir den Vorteil, daß die Grenzen 
von X unabhängig werden. 

15* 
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Aus den beiden abgeleiteten Sätzen folgt: 

n. Wenn X stetig tcachsend die reellen Werte von bis 1 durch» 
läuft f durchläuft ein bestimmter Zweig der Funktion r(A) ebenfalls 

stetig und ohne umzukehren die positiv 

. ^A ^ ^^ ^ — :: ^ imaginären Werte von ico bis 0. 

^^0^^ ^ Wenn nun X an den Punkt 1 heran- 

Fig. 42. kommt, lassen wir es in einem Halbkreis 

so um diesen Punkt herum ausbiegen, 
daß er zur Rechten bleibt Dabei biegt 1/A in die negative Halb- 
ebene aus; lassen wir es wie in § 78 das Schnittsystem vor sich 
berschieben, so erhalten wir Fig. 42. 
Es wird also: 

6) coj = a + /9, (üg = ß, 

wenn mit cc, ß die beiden Integrale bezeichnet werden: 



T) 



IM 00 

dx r dx 



J Vxii -x)a -Ix) J 



yx{i -x){i - xx) J yx{i -x)(i- xx) ' 

1 

1 

dx r dx 



J Vxii -x)a "Ix) J 



y»(i -x)(i "Ix) J yx(i -x)(i - Xx) 

1/A -00 



Die Quadratwurzel ist in a reell, in ß imaginär; nehmen wir 
sie in a positiv reell, so müssen wir sie in ß negativ imaginär 
nehmen, so daß a positiv reell, ß positiv imaginär wird. Durch 
Anwendung der Transformation: 

finden wir: 

9) ec = yx;f-=£l=, ß = ]fi/f ^^ 

-00 

80 daß a/y^j und ßlYX^ durch die oben schon benutzten Integrale 
ausgedrückt sind. Wenn l von 1 nach oo geht, geht X^ von 1 
nach 0; zufolge Satz (II) durchläuft dann ß/cc stetig und ohne um- 
zukehren rein imaginäre Werte von über i nach oo, also folgt: 

m. Wenn X stetig wachsend reelle Werte von 1 bis oo durchläuft^ 
durchläuft t = — ^-^ ohne umzukehren einen Halbkreis von über 

__ = __ ;i«CÄ +1. 
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Andererseits können wir auch A, wenn es auf seinem Wege 
(Satz II) von 1 in angekommen ist^ nach rechts ausbiegend einen 
kleinen Halbkreis um herum beschreiben und 
dann die Halbachse der negativ reellen Zahlen 
durchlaufen lassen. Dabei biegt IjX um oo herum in 
die negative Halbebene aus; ein Bild der Kugel mit 
ihren Schnitten, von - i aus stereographisch pro- 
jiziert, sieht dann folgendermaßen aus^ (wenn wir 
in der Ausgangsfigur Übergangslinien von nach 1 
und von 1/A nach oo legen). 

Es wird also in diesem Falle: 
10) ö>i = /, o}^ = y + S, 

wenn mit / und S die beiden Integrale bezeichnet werden: 

1 IM 
d^ __ r dx 



Fig. 43. 



11) 







00 



J Vxil - 



dx 



— 00 





J Vx'a - 



dx 



x){l - kx) J yx'(l - x)(l - Ix) 

1 1/A 

und die Vorzeichen der Quadratwurzeln so bestimmt werden, daß / 
positiv reell, 8 positiv imaginär wird. Die Substitution:. 



12) 



^=1-^, A = 



^t 



führt diese Integrale über in: 



Ai-i' 



^ "ITTT 



13) 



= - J - f 



d^ 



l/i-A,J l/C(i-t)(i-XiO' 





dl: 






0(1 -^lO 



-00 



Wenn l von bis — oo abnimmt, nimmt X^ von bis 1 zu; 
also geht nach (II) S/y stetig ohne umzukehren auf gerader Linie 
von 00 über i nach 0; und daraus folgt vermöge (10): 

IV. fFenn k von bis — oo ffeht, durchläuft r Werte, deren 
reeller Teil = / ist, von oo über 1 + i bis 1 stetig ohne umzukehren. 

Wir können die drei Sätze II bis IV in die eine Aussage zu- 
sammenfassen: 



^ Daß hier A den B von rechts nach links zu überschreiten scheint, liegt 
an der Projektion, durch die nach oben gekommen ist, was früher Unterseite 
der Ebene war. 



230 



Modulfunktionen, 



V. Wenn X die Begrenzung der positiven Halbebene durchläuft^ 
durchläuft ein bestimmter Wert der Funktion t(A) einmal ohne um- 
zukehren die Begrenzung eines Kreisbogendreiecks mit den Ecken 0, 1, oo. 

Wie in I B, § 1 1 ist beim Ausspruch dieses Satzes eine gerade 
Linie als spezielle]" Fall eines Kreisbogens behandelt. 

Aus diesem Satze und daraus, daß r als Funktion von X im 
Innern dieser Halbebene nirgends verzweigt ist, folgt nun: 

VI. Durch diesen Zweig der Funktion x von X wird die positive 
Halbebene auf das geinanrde Kreisbogendreieck umkehrbar eindeutig und 
konform abgebildet 

Also wird umgekehrt durch die Funktion X von t das genannte 
Dreieck konform auf die Halbebene abgebildet und es folgt: 

VII. X (t) nimmt jeden komplexen Wert, dessen imaginärer Bestandteil 
positiv ist, in einem und nur in einem Punkte im Innern dieses Breiecks an. 



§ 94. Analytische Fortsetzung dieser Abbildung. 

Das so definierte Funktionenelement müssen wir nun mit Hilfe 
des Spiegelungsprinzips (I B, § 73) analytisch fortsetzen. Bezeichnen 
wir die zu einer komplexen Größe konjugierte durch Überstreichen, 
so drücken sich die drei Spiegelungen an den drei Seiten des Dreiecks 
analytisch aus durch die Gleichungen: 

1) ^: r' = — T, 

2) 5: -. 1 + r' = - (_ 1 + i) oder r = - ? + 2, 

3) r:(T' - \)[r - i) = i oder r = -rrTYr * 

Durch jede dieser drei Spiegelungen entsteht aus dem ursprüng- 
lichen, in der Fig. 44 mit (1) bezeichneten Dreiecke ein neues, das 



-1 




BA 



BAB 



J.J.31 

3 2 3 



2. 
Z 

Fig. 44. 



als ein durch die Funktion r(X) vermitteltes Bild der negativen 
Halbebene anzusehen ist. (In der Figur ist jedes dieser Bilder mit 
demselben Buchstaben bezeichnet, wie die zugehörige Spiegelung.) 
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Diese drei Dreiecke schließen sich an das erste lückenlos an, greifen 
nirgends übereinander und bilden mit ihm zusammen einen einfach 
zusammenhängenden Bereich, der ganz auf einer Seite jedes Kreises 
und jeder Geraden liegt, von dem, bzw. von der ein Stück zu seiner 
Begrenzung gehört. Jede dieser Begrenzungslinien steht rechtwinklig 
auf der Achse der reellen Zahlen; diese geht bei jeder der genannten 
Spiegelungen in sich über. 

Irgend eines dieser Bilder zusammen mit dem ursprünglichen 
Dreieck bildet einen Fundamentalbereich der Funktion X von r 
(IB, § 17, VI); betreflFs der Zugehörigkeit der Randlinien zu ihm ist 
dabei ähnliches zu verabreden wie in § 12 und § 79. 

Spiegeln wir nun die ganze bereits erhaltene Figur an einer 
ihrer Begrenzungslinien, so erhalten wir eine neue Figur, die mit 
der ersten keinen Punkt (auch keinen Randpunkt) außer der spie- 
gelnden Linie gemein hat und die folglich mit der ersten zusammen 
wieder einen einfach zusammenhängenden Bereich überall einfach 
überdeckt, der ganz auf einer Seite von jeder seiner Begrenzungs- 
linien liegt. Diesen Bereich spiegeln wir abermals an einer seiner 
Seiten; dadurch erhalten wir wieder einen Bereich mit denselben 
Eigenschaften usw. 

Da die Achse der reellen Zahlen bei jeder dieser Spiegelungen 
in sich übergeht, so bleiben alle diese sukzessive erhaltenen Bereiche 
in der positiven Halbebene. Es fällt aber auch jeder Punkt der 
positiven Halbebene schließlich in eines der durch wiederholte 
Spiegelung entstehenden Dreiecke. Denn einerseits kann man durch 
wiederholte Spiegelung an den zur Achse der rein imaginären Zahlen 
parallelen Seiten der Figur beliebig große positive und negative 
reelle Teile von r erreichen, andererseits sieht man folgendermaßen 
ein, daß man auch alle Werte von r mit noch so kleinem rein 
imaginären Bestandteil schließlich erreicht: Das Ausgangsdreieck 
und die durch wiederholte Spiegelung an seinen geradlinigen Seiten 
hervorgehenden Dreiecke enthalten alle Werte von t, deren rein 
imaginärer Bestandteil > ^ ist. Durch Spiegelung an den Kreis- 
bogen erhält man ein Gebiet, dem alle Werte von r angehören, 
deren rein imaginärer Bestandteil > ^ ist usf. Nach 7z-maliger. 
Wiederholung sind bereits alle Werte von r in das Gebiet ein- 
bezogen, deren imaginärer Bestandteil > — - ist; und n kann über 

alle Grenzen wachsen. Also folgt: 

I. Durch wiederholte Spiegelung kann die Funktion A(t) über die 
ganze positive Halbebene hin analytisch fortgesetzt werden. 
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Darüber hinaus aber ist die analytische Fortsetzung nicht mehr 
möglich. Denn je mehr wir uns der Achse der reellen Zahlen nähern, 
desto kleiner werden die Dreiecke; und zwar sinkt jede ihrer Aus- 
dehnungen unter jede Q-renze. Da aber die Funktion in jedem 
Paare benachbarter Dreiecke jeden Wert annimmt, so folgt, daß sie 
in jeder Nähe jedes Punktes der Achse der reellen Zahlen jeden Wert 
noch unendlich oft annimmt. Jeder solche Punkt ist also ein 
wesentlich singulärer (IB, § 68) und es gilt der Satz: 

II. Die Achse der reellen Zahlen ist für die Funktion X{t) eine 
natürliche Grenze. 

In der Tat ist man auf die Existenz von Funktionen mit 
natürlicher Grenze durch dieses Beispiel zuerst aufmerksam geworden. 

Einen analytischen Ausdruck von A(r) erhält man, wenn man 
die Gleichungen (15) bis (17) von § 56 mit der Definition von l 
(§ 63, 7) verbindet. Man findet so: 

Wie die am Schlüsse von Band I B untersuchten Funktionen ist 
die Funktion X (t) eine automorphe Funktion, Setzt man eine gerade 
Anzahl der Spiegelungen (1) bis (3) in beliebiger Reihenfolge und 
Wiederholung zusammen, so erhält man eine lineare Substitution, 
die die Funktion A(r) in sich transformiert. Insbesondere erhält 
man so (vgl. § 68, III): 

5) 2=: AB: t' = t-2, 

m. Aus diesen drei linearen Substitutionen (zwischen denen noch 
die Relation 

8) :sYr=^\ 

besteht) lassen sich alle linearen Substitutionen zusammensetzen^ die die 
Funktion A (t) in sich überfuhren; denn da A^ = B^ = F^ ^ 1 ist, 
läßt sich jedes Produkt aus einer geraden Anzahl von Spiegelungen 
"(1) bis (3) in ein Produkt aus Potenzen von 2, Y, T mit positiven 
oder negativen^ Exponenten überführen. 

Andererseits erkennt man, wenn man A(t) durch die e^ aus- 
drückt und die Gleichungen von § 72 berücksichtigt: 



^ Die Potenzen mit negativen Exponenten lassen sich hier mit Hilfe von 
(8) ebenso entfernen, wie in § 68 mit Hilfe von (17). 
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IV. k (r) bleibt bei allen denjenigen linearen Periodentransformationen 
ungeänderty die modulo 2 zur Identität kongruent sind. 

Aus diesem Satz und aus III folgt als Analogon zu Satz IV 
von § 68: 

V. Jede modulo 2 zur Identität kongruente lineare Periodentrans^ 
formation läßt sich aus 2^ Y, T zusammensetzen. 

Andererseits zeigen die Zusammensetzungsformeln (IB, §14, 11), 
daß zwei modulo 2 zur Identität kongruente Substitutionen sich 
stets zu einer Substitution derselben Art zusammensetzen; mit 
anderen Worten: 

VI. Die modulo 2 zur Identität kongruenten linearen Transfor- 
mationen bilden für sich eine Gruppe, die in der Gruppe aller linearen 
ganzzahligen Transformationen als Untergruppe enthalten ist. 

Nun sind die drei Transformationen 2, Y, T modulo 2 zur 
Identität kongruent; also lassen sich aus ihnen nur solche Trans- 
formationen* zusammensetzen^ die modulo 2 zur Identität kongruent 
sind. Damit ergibt sich aus III die folgende ümkehrung von IV: 

VII. A (t) bleibt nur bei denjenigen linearen Periodentransformationen 
^ngeändert, die modulo 2 zur Identität kongruent sind. 

§ 95. Rationale Funktionen von k ais Funictionen von t. 

Nachdem wir im vorigen Paragraphen X als eindeutige auto- 
morphe Funktion von t erkannt haben, können wir auf Grund von 
IB, §38, X (vgl. auch IB, § 70) schließen, daß jede rationale 
Funktion von A ebenfalls eine eindeutige automorphe Funktion von r 
mit folgenden Eigenschaften ist: 

1. Sie bleibt ungeändert bei jeder modulo 2 zur. Identität kon- 
gruenten Modulsubstitution. 

2. Sie ist im Innern und auf dem ßande des Fundamental- 
bereichs überall bis auf Pole regulär, abgesehen von den Ecken. 

3. Wenn r sich, ohne den Fundamentalbereich zu verlassen, 
einer seiner Ecken unbegrenzt nähert, konvergiert sie entweder gegen 
einen Grenzwert oder sie wird bestimmt unendlich in dem I B, § 48 
definierten Sinne. 

4. Sie nimmt jeden Wert im Fundamentalbereich von ä(t) 
ebenso oft an wie jeden anderen (sofern man die Aussage: eine 
Funktion nimmt einen bestimmten Wert in einer Ecke des Bereichs 
(i-mal an, in geeigneter Weise versteht). 

Von diesem Satze gilt nun folgende ümkehrung: 

Jede eindeutige analytische Funktion von t, die die Eigenschaften 
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(1) bis (3) hat, ist eine rationale Funktion von x und hat folglich auch 
die Eigenschaft (4). 

Man kann solche Funktionen, in Analogie mit der in § 4 a. E. 
definierten Bezeichnung, kurz: Funktionen des Fundamentalbereichs 
von X{t) nennen. 

Zum Beweis betrachte man die Abbildung des Fundamental- 
bereichs auf die A-Ebjöne; diese erscheint dabei längs zweier der 
drei Strecken (oo ... 0), (0 ... 1), (1 ... cx)) aufgeschnitten, während 
längs der dritten die positive und die negative Halbebene zusammen- 
hängen. Eine Funktion von r, die die Eigenschaft (2) hat, geht 
dabei über in eine Funktion von i, die wegen § 93, 1 in der ganzen 
aufgeschnittenen Ebene, mit Ausnahme der Punkte 0, 1, cr> bis auf 
Pole regulär ist. Hat sie als Funktion von r auch die Eigenschaft (1), 
so hat sie als Funktion von X in einander gegenüberliegenden 
Punkten auf beiden Seiten der Schnitte je denselben Wert; die 
Schnitte können also getilgt werden und sie zeigt sich als eindeutige 
Funktion von l (vgl. I B, § 67, 1). Hat sie endlich als Funktion von 
r auch die Eigenschaft (3), so folgt aus I B, § 48, daß sie als Funktion 
von X auch in jedem der Punkte 0, 1, cr> entweder regulär ist oder 
einen Pol hat. Dann ist sie aber nach I B, § 44, VI eine rationale 
Funktion von A; w. z. b. w. 

§ 96. Die Invariante / als Funktion von L 

Unter den im vorigen Paragraphen untersuchten rationalen 
Funktionen von X sind auch solche, die, als Funktionen von r be- 
trachtet, nicht nur bei jeder modulo 2 zur Identität kongruenten, 
sondern überhaupt bei jeder Modulsubstitution ungeändert bleiben. 
Über die Natur solcher Funktionen gibt schon § 78 einigermaßen 
Auskunft: da wir durch Monodromie der Verzweigungspunkte jede 
Modulsubstitution erzielen können, so muß umgekehrt jede Funktion 
der eben genannten Art, als Funktion der Verzweigungspunkte be- 
trachtet, bei jeder Vertauschung derselben ungeändert bleiben, also 
eine symmetrische Funktion von ihnen sein. Näheres lehrt die fol- 
gende Untersuchung: 

Die Substitutionen 8 und T führen: 



A = 



i """ 3 



ei - Cg 

nach §§ 69 und 70 bzw. über in: 



^^-^=-^ = j\^ und -??-Z-?L = 1 - A; 

6j ~~ 6a A ~~ X Co ~~ Cj 
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eine Funktion von x, die bei S und T ungeändert bleibt, muß also 
als Funktion von X ungeändert bleiben, wenn man X durch einen 
dieser Werte ersetzt. Sie ist also als Funktion von X eine auto- 
morphe Funktion, die die beiden linearen Transformationen in sich: 

1) r = -^4T ^^^ A' = 1 -;i 

und folglich nach IB, § 18, V auch jede aus ihnen durch Zusammen- 
setzung entstehende lineare Transformation zuläßt; also die Trans- 
formationen (vgl. § 69): 

2) ?/:A' = -j^; [/a^'^A^; USxX^\' . 

Wir haben aber schon in IB, §§ 15 und 22, gesehen, daß diese 
sechs linearen Transformationen (die Identität mitgerechnet) eine 
Gruppe bilden; jede Funktion der genannten Art muß also als 
Funktion von X eine Invariante dieser Gruppe sein. Aber auch 
umgekehrt: jede eindeutige Funktion von Xj die sich dieser Gruppe 
gegenüber invariant verhält, bleibt als Funktion von r bei S und T 
und folglich nach § 68 überhaupt bei jeder Modulsubstitution 
invariant. 

Eine solche Funktion haben wir bereits in IB, § 22 kon- 
struiert, nämlich: 

^) " = l — ür-'v) — ) • 

In der Theorie der elliptischen Funktionen benutzt man an 
ihrer Stelle gewöhnlich lieber die Funktion: 

die nach der dort angegebenen Methode aus 

entsteht. Beide Funktionen lassen sich, als symmetrische Funktionen 
der Cj rational durch g^ und g^ ausdrücken; man erhält: 

WO: 

6) &^ = -lV(V- 27^78^) 

die durch § 32, Gleichung (19) definierte Diskriminante der Grund- 
form f ist. 
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§ 97. Fundamentalbereich von / als Funktion von r. 

Als rationale Funktion sechsten Grades von A nimmt / im 
Fundamentalbereich von X jeden Wert sechsmal an. Daran knüpft 
sich die Frage, ob es nicht möglich ist, einen Fundamentalbereich 
von X in sechs Teilbereiche so zu zerlegen, daß jeder derselben 
ein Fundamentalbereich von J ist. 

Man kann diese Frage direkt angreifen, indem man versucht, 
einen Bereich zu konstruieren von der Beschaffenheit, daß zu jedem 
Punkt der positiven Halbebene ein und nur ein ,yäquivalenter" Punkt 
in ihm vorkommt; wenn man nämlich als äquivalent zwei Punkte 
bezeichnet, deren jeder durch eine Modulsubstitution aus dem anderen 
hervorgeht. Dann ist die Frage bereits durch die Entwicklungen 
von § 79 erledigt, die nur in anderer Ausdrucksweise das folgende 
Resultat geben: 

I. Zu jedem Punkt der positiven Hcdbebene existiert ein und nur ein 
äquivalenter in dem Breieck, das vom Einheitskreis und den beiden 
im Abstand + \ zur Achse der rein imaginären Zahlen gezogenen 
Parallelen begrenzt ist. 

Ist das gezeigt, so kann man folgendermaßen weiter schließen: 
Zu jedem endlichen Wert von / gehören drei bis auf die Reihen- 
folge und einen gemeinsamen Faktor bestimmte Werte von e^^ e^, e^y 
also ein bestimmtes System untereinander äquivalenter Werte des 
Periodenverhältnisses, unter denen einer dem genannten Dreieck 
angehört. Also nimmt / jeden endlichen Wert in einem und nur 
in einem im Endlichen gelegenen Punkte des genannten Dreiecks an. 

Wir können aber auch an die Entwicklungen von I B, § 22 an- 
knüpfen. Wir haben dort bereits die A-Ebene in sechs Bereiche von 
der Art eingeteilt, daß w, also auch J in jedem dieser Bereiche 
jeden Wert einmal und nur einmal annimmt, und jeden dieser Be- 
reiche wieder in zwei Teilbereiche, deren einer der positiven, der 
andere der negativen i^?-Halbebene entspricht; es handelt sich also 
nur noch darum, diese Einteilung in das in § 94 entworfene Bild 
der A-Ebene zu übertragen. Dazu müssen wir nur die Linien der 
T-Ebene bestimmen, die den Grenzlinien jener Bereiche entsprechen. 
Dazu verhelfen uns die Untersuchungen von § 88; sie zeigen: wenn 
2ö)j und 2a?3 konjugiert komplex sind, r also eine Größe vom ab- 
soluten Betrage 1 ist, werden e^ und e^ konjugiert komplex, 
^2 reell, also: 
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2 <^ - ( 6, + s.) 
2(6,-«,) 



eine Größe, deren reeller Bestandteil = ^ isL Auch wissen wir 
bereite ans § 89, daß für r = t A = | und aus §90, daß fiir 
T =— ^ + ^ys X = ^ — ^ys wird. Lassen wir also X die Strecke 
von -^ bis \ — — ys stetig durchlaufen, so durchläuft r stetig einen 
Eogen des EiDheitskreises, der von den genannten beiden Funkten 
begrenzt ist. Dabei kann es nicht umkehren, da t nach § 91, I fUr 
alle von 0, 1, oo verschiedenen Werte von l eine reguläre Funktion 
von X und t'[X)^0 ist; und es kann auch nicht den Einheitekreis 
vollständig durchlaufen, da es doch noch in der positiven Haibebene 
bleibt. Also durchläuft t dabei den in der positiven Halbebene ge- 
legenen, von den beiden genannten Punkten begreuzten Bogen des 
Einheitskreiaes einfach ohne umzukehren. 

Damit ist fQr eine der Linien, durch die die Einteilung der 
Jl-Ebdne bewirkt wird, das Bild in der r-Ebene gefunden; die Bilder 
der übrigen sind teils aus § 93 bekannt, teils ergeben sie sich ans 
der eben bestimmten, durch wiederholte Anwendung des Spiegelungs- 
prinzips und der zusammengehörigen Substitutionen (vgl, 68, 3 und 
'§96, 2)l 
2) Ü :X- = -^ , t' = - -^-^ ; 

3} U^:X- = —^ , t' = ■ ^^• 

So erhält man folgende Figur und u. a. die Sätze: 

IL ffenn r den Umfang des in der Figur schraffierten Dreiecks 
durchläuft, durchläuft J gerade einmal, ohne 
umzukehren, die Achse der reellen Zahlen, 

III, Dieses Dreieck zusammen mit dem 
durch Spiegelungen an einer seiner Seiten aus 
ihm entstehenden bilden einen Fundamental- 
bereich der Funktion J{t). 

Diese Spiegelungen führen t bzw. 
über in: 

4) — T, — r — 1, f- ^ Fig. 45. 

Durch jede dieser Spiegelungen entsteht aus dem Dreieck ein 
neaes, das als ein dnrch die Funktion x von / vermitteltes Bild 
der negativen Halbebene anzusehen ist usw. Ganz wie in § 94 
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kann bewiesen werden, daß die durch fortgesetzte Spiegelung ent- 
stehenden Bilder schließlich die ganze positive Halbebene über- 
decken, daß also J{r) eine in dieser Halbebene definierte eindeutige 
Funktion yon r ist; es geht das übrigens auch daraus hervor, daß 
/ eine eindeutige Funktion von X und l eine solche von r ist. In 
jedem Dreieck der Figur nimmt J entweder jeden Wert mit posi- 
tiver oder jeden mit negativer zweiter Koordinate gerade einmal 
an. Wenn also die Gleichung besteht: 

5) /(r,) = J{t,), 

müssen die Punkte Tj und r^ in Dreiecken derselben Art an ent- 
sprechenden Stellen liegen. Dreiecke derselben Art gehen aber 
durch eine gerade Anzahl von Spiegelungen auseinander hervor. Je 
zwei der Spiegelungen (4) geben, nacheinander angewendet, eine 
der linearen Substitutionen, die r bzw. in: 

1+T, -T-i, -l^T-i 

überführen. Das sind aber gerade die in § 68 bzw. mit 5, T, U 
bezeichneten Substitutionen. Aus ihnen entstehen durch Zusammen- 
setzung, wie wir dort gesehen haben, die sämtlixjhen Modulsubstitu- 
tionen und nur sie. Also folgt: 

Eine Gleichung der Form (5) besteht stets dann^ und nur dann, 
wenn Tj mit Tg durch eine Modulsubstitution zusammenhängt. 

Damit ist der Satz von § 78 auf ganz anderem Wege wieder- 
gewonnen. 

An diese Sätze lassen sich nun für die Funktion J{t) ganz 
analoge Folgerungen knüpfen, wie in dem § 95 an die entsprechen- 
den Sätze von §§ 93 und 94 über die Funktion X{x\ Wir brauchen 
sie nicht alle noch einmal explizite auszusprechen; nur auf einen 
Punkt sei aufmerksam gemacht: Die Funktion J[t) und ihre ratio- 
nalen. Funktionen sind auch in den innerhalb der positiven Halb- 
ebene gelegenen Ecken der Fundamentalbereiche bis auf Pole regulär; 
nur die auf der Achse der reellen Zahlen liegenden Ecken (einschl. oo) 
sind wesentlich singulare Punkte für diese Funktionen. 

§ 98. Beziehungen zwischen den zu J{t) und A(t) gehörigen 

Gruppen. 

Wir müssen nun die Beziehung zwischen den Funktionen J[t) 
und X[t) noch näher untersuchen. Jede ganzzahlige lineare Sub- 
stitution (Modulsubstitution) führt J[t) in sich über, aber nach § 94 
nicht immer auch X (r). In der Tat wissen wir bereits aus I B, § 22, 
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daß zu jedem Werte von / sechs Werte von X gehören; wir wissen 
femer aus § 69, daß wir durch lineare Periodentransformation jed^ 
mögliche Vertauschung der drei Größen e, also auch jeden Wert 
von X erhalten können. Man hat, um die hier herrschenden Be- 
ziehungen übersichtlich ausdrücken zu können, die Ausdrucksweise 
eingeführt: 

I. Zwei lineare Periodeniransformationen mit den Koeffizienten 

{^f ßf Yj ^> ^^^' [^'i ß'f Yt ^') heißen nach dem Zahlenmodul n kon^ 
ffruentf toenn: 

1) a' = a, ß'^ß, / = /, 9 = 8 (mod. w) 
ist 

Man erkennt dann zunächst: 

Sind 8 und 8^ modulo n zueinander kongruent, so kann ge- 
setzt werden: 

2) . Äj = 28, 

wo -2'(= 8^ 8"'^) eine modulo n zur Identität kongruente Substitution 
bedeutet Da für n = 2 keiner der Werte von X durch JS* geändert 
wird, so folgt: 

II. Zwei nach dem Modul 2 kongruente lineare Periodentretnsfor" 
mationen haben auf X denselben Einfiuß, 

Wir fassen nun alle nach dem Modul 2 kongruenten linearen 
Periodentransformationen zu einer Klasse solcher Transformationen 
zusammen und fragen zunächst, wieviele verschiedene solche Klassen 
es, gibt. Dabei haben wir zu beachten, daß die Transformations- 
koeffizienten an die Bedingung aS — ßy — 1 gebunden sind. Aus 
ihr folgt: wenn u gerade ist, müssen ß und y notwendig ungerade 
sein, S aber kann gerade oder ungerade sein — das gibt zwei 
Klassen. Ist a ungerade und S gerade, so müssen ß und y un- 
gerade sein — eine Klasse, Sind a und S beide ungerade, so 
dürfen ß und y nur nicht beide ungerade sein — drei Klassen. 
Da man sich leicht durch Bildung von Beispielen (s. unten) davon 
überzeugen kann, daß zu jeder dieser Klassen wirklich lineare 
Periodentransformationen gehören, so kann man sagen: 

III. Die Modulgruppe kann zerlegt werden in sechs Klassen^ von 
je untereinander modulo 2 kongruenten Transformationen. 

Es ist vielfach zweckmäßig, von jeder solchen Klasse einen be- 



^ Man beachte, daß von diesen Klassen nur eine eine Gruppe ist; nämlich 
diejenige, die ans den zur Identität kongruenten Transformationen besteht. 
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stimmten Bepräsentanten anzugeben; wie schon in §§ 69 und 96 
mögen wir als Repräsentanten etwa wählen: 

r, = 1, r, = 8, r, ^t, r, = u, r, = u^ r, = us. 

Man kann dann jede Modulsubstitution F auf eine und nur auf 
eine Weise auf die Form bringen: 

3) r= v^ r„ 

in der F^ eine der sechs genannten Substitutionen, v^= FFf^ eine 
nach dem Modul 2 zur Identität kongruente Substitution bedeutet. 
Man kann, dasselbe auch durch die Kongruenz: 

4) F= F. (mod. 2) 

ausdrücken und sich mit Hilfe der Zusammensetzungsformeln (IB, 
§14, 11) davon überzeugen, daß aus F= W und F'^W folgt, 
daß auch FF' ^ WW ist. Infolgedessen kann man von der „^- 
sammensetzung der Klassen'^ reden: sind C., (7^, C7j Bezeichnungen für 
drei Klassen, F., Fj^ allgemein Zeichen für Transformationen der 
ersten, bzw. der zweiten dieser Klassen, so drückt die Gleichung: 

5) C,C\^C, 

aus, daß die Klasse (7^ aus den sämtlichen Produkten F. F^ besteht. 
Diese Zusammensetzungen der Klassen bilden eine Gruppe, die ab- 
strakt genommen mit der Gruppe der sechs linearen Transformationen 
identisch ist, die die sechs Werte von A ineinander überführen (IB, § 22). 

§ 99. Untergruppen der Modulgruppe von endlichem Index. 

Es sei JT eine Untergruppe der Modulgruppe F von unendlich 
hoher Ordnung, d. h. eine Gruppe, die aus unendlich vielen, aber 
nicht allen Modulsubstitutionen besteht. Eine solche Gruppe braucht 
nicht zu jeder ihrer Substitutionen die inverse zu enthalten; z. B. 
bilden die Substitutionen Ä" auch schon dann eine Gruppe, wenn 
man nur positive Werte von n zuläßt. Doch bieten Gruppen dieser 
Art kein funktionentheoretisches Interesse ; wir loollen uns daher hier 
nur mit solchen Untergruppen der Modulgruppe beschäftigen ^ die zu 
jeder ihrer Substitutionen auch die inverse enthalten. Die Substitutionen 
einer solchen Gruppe seien in irgendeiner Reihenfolge mit: 

1) 1, ^1» ^3» '^v 

bezeichnet. Ist dann F^ eine Substitution von jT, die nicht zu JT 
gehört, so sind die Substitutionen: 
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alle voneinander und von den Substitutionen (1) verschieden. Denn 
wäre «^i ^ = t?jj. ?^ , so würde folgen v^ = »^ ; und wäre v^V^^ »j^, so 
würde folgen ^1 = 1?^"^«;^^. Da aber n. V. die Substitutionen (1) 
eine Gruppe bilden, die zu jeder ihrer Substitutionen auch die In- 
verse enthält, so ist vr'^v^ unter ihnen enthalten; also wäre /^ 
unter ihnen enthalten, gegen die Voraussetzung. 

Sind außer den Substitutionen (1) und (2) noch andere in F 
enthalten, so sei F^ eine von diesen. Dann folgt ganz ebenso, daß 
die Substitutionen: 

3) Tg, Vi Tg, V3 V^y . . ., r. Ta, . . . 

alle voneinander und von den Substitutionen (1) verschieden sind. 
Sie sind aber auch alle von den Substitutionen (2) verschieden. 
Denn wäre etwa v^V^^ v^^ Fj, so würde folgen: ?^ == v.-^v,^ ?^, und 
da v,."^Vfc zu (1) gehört, würde V^ zu (2) gehören, gegen die Vor- 
aussetzung. 

Sind die Substitutionen von F damit noch nicht erschöpft, so 
kann man eine vierte Zeile ansetzen: 

4J A^g, ^1 ^^3^ ^a ''^3» • • • •> ^,- ''^SJ • • • • 

und von dieser ebenso zeigen, daß alle ihre Substitutionen von- 
einander und von den Substitutionen der vorhergehenden Zeilen 
verschieden sind. 

Hätten wir bei Aufstellung der Zeilen z. B. an Stelle von V^ 
irgendeine andere Substitution v^ F. benutzt, so würde an Stelle der 
Zeile (2) die folgende getreten sein: 

2a) Vj^ F., «1 Vj^ F., v^ Vj^ F^, , v.Vj^ F., . . . 

Aber da die Substitutionen (1) n. V. eine Gruppe bilden, so sind 
die Substitutionen: 

nur durch die Reihenfolge von ihnen verschieden. Also gilt das- 
selbe von (2 a) und der i^^ Zeile des zuerst erhaltenen Schemas, 
und es besteht der Satz: 

I. Die durch eine Untergruppe F gelieferte Einteilung der Sub' 
stiiutionen von F in Zeilen ist bis auf die Reihenfolge der Zeilen und 
die Reihenfolge der Substitutionen innerhalb der einzelnen Zeile durch 
F' allein vollständig bestimmt und nicht abhängig von der Auswahl 
der Substitutionen F^, /^ . . . ., die wir zur Bildung der Zeilen be- 
nutzt haben. 

Ein solches System von Substitutionen 1, F^, ?^,..., deren 
jede aus je einer Zeile dieser Einteilung im übrigen ganz will- 

BuBKHABDT, Funktionen. II? Zweite Aafl. 16 
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kürlich herausgegriffen ist, nennen wir ein zu F' innerhalb F ge«» 
hörendes System von Repräsentanten. 

Es kann vorkommen, daß immer noch Substitutionen übrig 
bleiben, wieweit man auch in der Bildung der Zeilen gehen mag; 
es kann aber auch vorkommen, daß nach Bildung der jEi^° Zeile 
sämtliche Substitutionen der Gruppe erschöpft sind. Wir wollen 
uns hier nur mit dem letzteren Falle weiter beschäftigen. Man 
pflegt zu definieren: 

n. Besteht das aufgestellte Schema aus fi Zeilen, so heißt die 
Untergruppe F' innerhalb F vom Index fu 

§ 100. Fundamentalbereich einer Untergruppe der Moduigruppe; 

Den abstrakten Überlegungen des vorigen Paragraphen stellen 
wir nun auch entsprechende geometrische Darstellungen zur Seite. 
Um sie bequem formulieren zu können, definiert man zunächst: 

I. Geht ein Punkt r durch eine Substitution von H in einen 
anderen r über, so heißen t und x „äquivalent in bezug auf jP" oder, 
wo kein Mißverständnis möglich ist, einfach: „relativ äquivalent,^^ 

In demselben Sinne spricht man auch von zwei in bezug auf 
F' äquivalenten Dreiecken, bzw. Doppeldreiecken der Modulteilung. 

Wir wählen nun irgendein Doppeldreieck der Modulteilung als 
Ausgangsbereich 1 und bezeichnen jedes andere mit dem Zeichen 
derjenigen Substitution, durch die es aus dem ersten hervorgeht An 
das Doppeldreieck 1 stoßen drei weitere Doppeldreiecke an; diese 
sind jedenfalls nicht alle drei zu 1 in bezug auf P äquivalent. 
Denn sonst würde r die Substitutionen S und T enthalten und 
folglich nach § 68 mit F identisch sein. Sei V^ eines von ihnen, 
das zu 1 nicht relativ äquivalent ist; wir fügen es zu 1 hinzu. 
Das von 1 und V^ gebildete Polygon ist von einem Kranze weiterer 
Doppeldreiecke umgeben; sind unter diesen noch eines oder mehrere 
vorhanden, die weder mit 1, noch mit V^ relativ äquivalent sind, so 
bezeichnen wir eines von ihnen mit F^ und fügen es dem von 1 
und V^ gebildeten Polygon hinzu. So fahren wir fort, indem- wir, 
solange es möglich ist, dem gerade erreichten Polygon aus dem es 
umgebenden Kranze von Doppeldreiecken jedesmal ein solches wei- 
teres anhängen, das mit keinem der bereits in das Polygon auf- 
genommenen Doppeldreiecke relativ äquivalent ist. 

Wir setzen nun insbesondere voraus, die Untergruppe P sei 
von endlichem Index jm. Dann muß der eben geschilderte Prozeß 
nach einer endlichen Anzahl fi^^fi von Schritten zum Abschluß 
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kommen; denn es gibt dann nicht mehr als fi inäquivalente Klassen 
untereinander relativ äquivalenter Doppeldreiecke. Man habe also 
ein aus fi^ Doppeldreiecken bestehendes Polygon von der Beschaffen- 
heit erhalten, daß jedes an dieses Polygon anstoßende Doppeldreieck 
D^ mit einem Doppeldreieck D. des Polygons relativ äquivalent ist. 
Dann muß D. am Bande des Polygons anliegen. Denn eines der 
zu D^ benachbarten Doppeldreiecke -0/ gehört dem Polygon an und 
ist mit einem zu D. benachbarten Doppeldreiecke JD^ relativ äqui- 
valent. Dieses letztere kann dem Polygon nicht angehören, weil 
ihm Df angehört; also liegt JD^ zu einem dem Polygon nicht an- 
gehörenden Doppeldreieck, nämlich D^', benachbart, mit anderen 
Worten, es liegt am Eande des Polygons. Dabei ist die gemein- 
same Seite von JD^ und JDf relativ äquivalent zu der gemeinsamen 
Seite von D. und J)^\ d. h. die Randkurven unseres Polygons sind 
einander paarweise relativ äquivalent. Wie in früheren Fällen (§ 12, 
§79, § 94) rechnen w von zwei solchen Eandkurven immer nur 
die eine mit zu dem Polygon, 

n. Treffen wir diese Festsetzung, so sind in dem Polygon keine 
zwei zueinander relativ äquivalente Punkte enthalten. 

Denn zwei solche Punkte würden einander auch in bezug auf 
r äquivalent sein, also an homologen Stellen zweier Doppeldreiecke 
liegen. Dann würde die Modulsubstitution, die einen dieser Punkte 
in den anderen überführt, gleichzeitig das eine dieser Doppeldreiecke 
ganz in das andere überführen und folglich der Untergruppe F' an- 
gehören, gegen die Voraussetzung. 

Es gilt aber auch umgekehrt der Satz: 

III. Bas Polygon enthält zu jedem Punkte r der positiven Halb- 
ebene einen relativ äquivalenten. 

Zum Beweis verbinden wir, was stets möglich ist, den Punkt r 
mit irgendeinem Punkte r^ des Polygons durch einen Weg, der nur 
eine endliche Anzahl von Doppeldreiecken der Modulteilung durch- 
setzt. Durchlaufen wir diesen Weg von r^ aus, so gelangen wir bei 
Überschreitung des Polygonrandes in ein Doppeldreieck D^, das 
n. Konstr. mit einem Doppeldreieck B^ des Polygons relativ äqui- 
valent ist. Wir können also zu dem nun folgenden Teil unseres 
Weges einen relativ äquivalenten Weg ausfindig machen, dessen 
Anfang innerhalb B, verläuft. Indem wir. ihn verfolgen, gelangen 
wir entweder zu einem innerhalb des Polygons gelegenen, mit r 
relativ äquivalenten Punkt, oder wieder an den Band des Polygons 
und über ihn hinüber in ein Doppeldreieck B^. Auch dieses ist 
mit einem Doppeldreieck B! des Polygons relativ äquivalent; wir 

16* 
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können wieder zu dem nun folgenden Teil des Weges einen relativ 
äquivalenten Weg angeben, der zunächst innerhalb i>/ verläuft usw. 
Schließlich müssen wir nach einer endlichen Anzahl von Schritten 
zu einem innerhalb des Polygons gelegenen, mit r relativ äquivalenten 
Punkt kommen. Denn da der ursprüngliche Weg von t^ nach r 
nur eine endliche Anzahl Doppeldreiecke durchsetzte, muß dasselbe 
mit jedem zu ihm relativ äquivalenten Weg der Fall sein. 

' Damit ist Satz III bewiesen; insbesondere folgt, daß die oben 
mit jLiQ bezeichnete Zahl der Doppeldreiecke des Polygons nicht 
< fi, sondern = ii ist. 

Seiner Entstehung aus der Modulteilung zufolge überdeckt das 
Polygon keinen Teil der Ebene mehrfach. Man kann es auch stets 
als einfach zusammenhängend ansehen; denn wenn auch ja etwa ein 
neu hinzukommendes Doppeldreieck mit zweien seiner Bänder an 
das vorher schon gebildete Polygon anstoßen sollte, so brauchte 
man es doch nur längs einer dieser Seiten mit jenem zu vereinigen, 
während man längs der anderen keinen Zusammenhang anzu- 
nehmen hätte. 

Man nennt ein nach den Vorschriften dieses Paragraphwi kon- 
struiertes Polygon einen Fundamentalbereich der Untergruppe /"'. 
Unter erlaubter Abänderung desselben versteht man die Ersetzung 
eines oder mehrerer seiner Doppeldreiecke durch relativ äquivalente. 

§ 101. Modulfunktionen. 

Zur Erläuterung der allgemeinen Theorien der beiden vorher- 
gehenden Paragraphen stehen uns bereits zwei durchgeführte Bei- 
spiele zu Gebote: nämlich einmal die Modulgruppe F selbt, dann 
diejenige Untergruppe vom Index 6, die aus allen modulo 2 zur 
Identität kongruenten Modulsubstitutionen besteht. In jedem dieser 
beiden Fälle hatten wir zu der Untergruppe gehörende Modulfunk-' 
tionen kennen gelernt, nämlich Funktionen, die bei allen Substitutionen 
der Gruppe unverändert bleiben, die femer im Innern und am Bande 
des Fundamentalbereichs der Gruppe, ausgenommen seine Ecken 
vom Winkel 0, bis auf Pole regulär sind, die endlich einem be- 
stimmten Grenzwert sich nähern oder in dem IB, § 48 definierten 
Sinne bestimmt unendlich werden, wenn r sich im Fundamental- 
bereich einer solchen Ecke unbegrenzt nähert. Wir hatten in beiden 
Fällen gesehen, daß sich alle solchen Funktionen durch eine unter 
ihnen (im einen Fall «7, im anderen Fall A) rational ausdrücken lassen 
und daß also zwischen irgend zweien unter ihnen eine algebraische 
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Gleichung mit von r unabhängigen Koeffizienten besteht. Eine solche 
Funktion eines Bereiches, durch die sich jede andere Funktion des 
Bereiches rational ausdrücken läßt, nennt man eine Hauptfunktion 
des Bereiches; man erkennt, daß jede lineare Funktion einer Haupt« 
funktion wieder eine Hauptfunktion desselben Bereiches ist (daß man 
also nicht etwa Yon der Hauptfunktion eines Bereiches sprechen 
kann). (Für eine solche Hauptfunktion ist, wie jedoch hier nicht 
bewiesen werden kann, der „Fundamentalbereich der Untergruppe" 
zugleich „Fundamentalbereich der Funktion" in dem IB, § 17, VI 
definierten Sinne). Man beachte aber, daß nicht zu jeder Unter- 
gruppe Hauptfunktionen gehören (ebensowenig wie zum Perioden- 
parallelogramm, vgl. § 14, VI). 

Jede Funktion des Bereiches irgendeiner Untergruppe der Modul- 
gruppe bezeichnen wir als Modulfunktion^ im allgemeinsten Sinne; eine 
Hauptfunktion eines solchen Bereiches speziell als einen HauptmoduL 

Betrachten wir nunmehr gleichzeitig zwei Untergruppen F' und 
F" von jT, von denen die letztere in der ersteren enthalten sei. 
Wir beschränken uns auf den Fall, daß zu P' Hauptfunktionen 
gehören; sei z eine derselben. Jede Funktion w von F' ist dann 
zugleich eine Funktion von F", also eine rationale Funktion von z. 
Somit ist umgekehrt z eine algebraische Funktion von w, d. h, Wurzel 
einer algebraischen Gleichung j deren Koeffizienten rationale Funktionen 
von w sind; das gleiche gilt von jeder rationalen Funktion von z. 

Wir werden diesen Satz besonders auf den Fall anzuwenden 
haben, daß die hier mit F" bezeichnete Gruppe die Modulgruppe F 
selbst ist. Er sagt dann aus, daß jeder Hauptmodul und folglich 
jede Modulfunktion, die zu einer Untergruppe mit Hauptmodul gehört, 
eine algebraische Funktion von J ist. 

(Wollten wir weitergehende Sätze der Theorie der algebraischen 
Funktionen als bekannt voraussetzen, so könnten wir zeigen, daß 
die Voraussetzung der EIxistenz eines zur Untergruppe gehörenden 
Hauptmoduls nicht erforderlich ist, daß vielmehr jede Modulfunktion 
algebraisch von / abhängt.) 

§ 102. Ausgezeichnete Untergruppen und zugehörige Faictorgruppen. 

In dem speziellen Falle von § 98 hatten wir eine „Zusammen- 
setzung der Klassen** kennen gelernt: wenn dort das Produkt 
^i^jc— ^i war, so gehörte das Produkt jeder Substitution der i^ 

* In älteren Darstellungen wird speziell die hier mit >L(t) bezeichnete 
Funktion Modalfunktion genannt. 
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Zeile mit jeder Substitution der k^^ Zeile der l^^ Zeile an. Etwas 
Analoges findet keineswegs bei jeder der in § 99 besprochenen 
Untergruppen statt. Denn soll es zu jeder Kombination der In- 
dizes i, k, r, s einen Index t von der Beschaffenheit geben, daß: 

ist, so folgt: 

und daraus: 

2) F^v^ ^"^ = ^r^^^t ~ ßi^cr Substitution v^ 

(da doch die Substitutionen v fiir sich eine Untergruppe bilden sollen). 
Umgekehrt, wenn es zu jedem Indexpaare i, s einen Index u von 
der Beschaffenheit gibt, daß die Gleichung (2) oder: 

2a) . r,v,=^v„r, 

besteht, so folgt daraus rückwärts: 



und daraus wieder Gleichung (1). Man definiert nun: 

I. Die Substitution F. v^ F." ^ heißt die Transformierte von v^ ver- 
möge F.; sie heißt auch: innerhalb JT mit v^ gleichberechtigt 
Dann gilt der Satz: . 

n. Die Transformierten aller Substitutionen einer Untergruppe T" 
von r vermöge einer Substitution von F bilden eine Gruppe ^ die mit 
P innerhalb F gleichberechtigt heißt. 

Denn aus v^v^ = v^ folgt: 

Definiert man weiter: 

IIL Hine Untergruppe von F, mit der jede zu ihr innerhalb F 
gleichberechtigte identisch ist, heißt innerhalb F ausgezeichnet — 
so lautet der zu Anfang bewiesene Satz: 

ly. JEine Zusammensetzung der Klassen findet dann und nur dann 
statt, wenn F' eine ausgezeichnete Untergruppe von F ist. 

Es sei nun z eine zur Untergruppe F' gehörende Modulfunktion. 
Ersetzt man t durch irgendeinen der Werte F.{t), t?j 7^(t) . . . ., 
80 erhält man aus z eine „mit z gleichberechtigte'^ Modulfunktion z.. 
Diese genügt derselben Gleichung: 

3) f{z, /) = 

wie z] denn die linke Seite ist als Funktion von r betrachtet iden- 
tisch null, bleibt also null bei der Substitution von Vj^F.{t) für t, 
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durch die z in z. übergeht, während J ungeändert bleibt (vgl. IB, 
§ 66, IV). Wir können sagen: 

V. Oleichberechtigte Modulfunktionen sind Wurzeln einer und der- 
selben algebraischen Gleichung mit in J rationalen Koeffizienten. 

Umgekehrt kann man auch immer eine solche Gleichung bilden, 
deren sämtliche Wurzeln untereinander gleichberechtigte Modul- 
funktionen sind. Denn die symmetrischen Funktionen der sämtlichen 
untereinander gleichberechtigten Modulfunktionen sind nach §97 a.E. 
rationale Funktionen von J. 

Es findet aber nun ein wesentlicher Unterschied statt, je nach- 
dem wir es mit einer ausgezeichneten oder mit einer nicht aus- 
gezeichneten Untergruppe zu tun haben. Die Funktion z^ nämlich, 
die aus z durch die Substitution von V^{t) für r hervorgeht: 

bleibt ungeändert, wenn man auf t eine der transformierten Sub- 
stitutionen Vr-^f^^V. anwendet: denn es ist: 

Gleichberechtigte Modulfunktionen gehören also zu gleichberechtigten 
Untergruppen. Ist insbesondere die Gruppe F' eine ausgezeichnete^ so 
gehören alle mit z gleichberechtigten Modulfunktionen zu einer und der- 
selben Gruppe, nämlich eben zu JT. 

Eine Folge davon ist, daß sie alle bei allen Substitutionen v^, 
Vg, . . . ungeändert bleiben und bei allen Substitutionen r^ 7^, v^V^t . . . 
in derselben Weise untereinander vertauscht werden. Man kann 
also durch Ausübung von Modulsubstitutionen auf r nicht beliebige 
Vertauschungen der Wurzeln der ^-Gleichung erzielen, sondern nur 
II bestimmte solche Vertauschungen. Diese bilden eine Gruppe, 
deren Gesetze sich aus den Gesetzen der Zusammensetzung der 
Klassen ergeben; sie heißt die zu r in bezug auf F gehörende 
Faktorgruppe G. Für diese Faktorgruppe ergibt sich aus § 97 am 
Ende der Satz: 

Jede rationale Funktion der Wurzeln z, die ungeändert bleibt, wenn 
man eine beliebige Vertauschung der Gruppe G unter ihnen vornimmt, 
ist eine rationale Funktion von J. 

(Auch wenn F' nicht ausgezeichnet ist, kann man eine Gruppe 
von Vertauschungen der Wurzeln konstruieren, die die letztgenannte 
Eigenschaft hat; aber die Anzahl dieser Vertauschungen ist dann 
größer als der Index pb von F\) 
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§ 103. Hauptkongruenzuntergruppen der Modulgruppe. 

Eine der Untersuchung besonders leicht zugängliche Untergruppe 
wird von denjenigen linearen Periodentransformationen: 



1) 



I 






gebildet, die in bezug auf irgendeinen Zahlenmodul zur Identität^ 
d.h. zu der Transformation: 



(O^ =^G)^, (»8 = «s 



kongruent sind (§ 98, 1); man überzeugt sich nämlich mit Hilfe der 
Zusammensetzungsformeln (IB, § 14, 11), daß diese Transformationen 
in der Tat eine Gruppe bilden. Man nennt sie die Hauptkongruenz- 
gruppe n^^ Stufe; überhaupt nennt man eine Gruppe linearer Trans- 
formationen eine Kongruenzgruppe n*®' Stufe, wenn sie alle Trans- 
formationen enthält, die zu irgendeiner ihrer Transformationen 
modulo n kongruent sind. 

Wir müssen zuerst den Index der Hauptkongruenzgruppe 
w*^' Stufe innerhalb der Gruppe aller linearen Periodentransfor- 
mationen bestimmen, wollen uns aber dabei auf den Fall beschränken, 
daß n Primzahl ist. Wir beachten zunächst: Verstehen wir unter P 
in § 99 die Hauptkongruenzgruppe n*®' Stufe, so enthält jede Zeile 
des dort aufgestellten Schemas gerade diejenigen Substitutionen, die 
mit der ersten Substitution der Zeile nach dem Modul n kongruent 
sind. Es handelt sich also um die Bestimmung „der Anzahl der 
modulo n verschiedenen Substitutionen"; mit anderen Worten, der 
modulo n verschiedenen Zahlsysteme (a, /9, y, S), die der Glei- 
chung (§ 67, 9): 

2) a8-^ßr=l 

genügen. 

Diese Gleichung kann jedenfalls nicht bestehen, wenn cc und ß 
beide durch n teilbar sind. Sind aber a und ß nicht beide durch 
n teilbar, so kann man sie immer durch zwei andere Zahlen cc, ß 
ersetzen, die modulo n bzw. zu ihnen kongruent, außerdem aber zu- 
einander teilerfremd sind. Dann kann man die Gleichung (2) als 
eine diophantische Gleichung für y und S ansehen und sie als solche 
nach elementaren Methoden auflösen; ist y^^ S^ irgendeine Lösung, 
so ist die allgemeinste: 

3) r^n + ^t, S = S, + ßt 
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unter t irgendeine ganze Zahl verstanden. Sind ^^ und t^ zwei 
Werte derselben, y^, 5^ und ^g, S^ die zugehörigen Werte von y 
und S, so ist dann und nur dann gleichzeitig y^ ^ y^ und S^ ^ ^^ 
(mod. 72), wenn t^ ^ t^ (mod. ti) ist; denn cc und /? sollten nicht beide 
durch n teilbar sein, und n war als Primzahl vorausgesetzt Man 
hat also n^ — 1 Möglichkeiten, ec und ß zu wählen, und dann noch 
für jede derselben n Möglichkeiten in der Wahl von t Im ganzen 
besitzt also die Gleichung (2) n {71^ — 1) modulo n verschiedene 
Lösungssysteme; mit anderen Worten, es gilt der Satz: 

I. Wenn n Primzahl ist, beträgt der Index der Hauptkongruenz - 
gruppe n^ Stufe innerhalb der Gruppe der linearen Periodentrans - 
formationen: 

4) w(n« — 1> 

Betrachten wir aber nicht die Gruppe der homogenen linearen 
Transformationen der Perioden, sondern die der gebrochenen linearen 
Substitutionen des Periodenverhältnisses, so ist der Index im all- 
gemeinen ein anderer. Denn die beiden linearen Periodentrans- 
formationen (a, /9, /, S) und (— a, — ßj — y, — ^ sind als solche, 
wenn n ungerade ist, modulo n verschieden, geben aber dieselbe 
Modulsubstitution; sonst geben verschiedene Periodentransformationen 
auch verschiedene Modulsubstitutionen. Die Anzahl der modulo n 
verschiedenen Modulsubstitutionen ist also dann nur halb so groß 
als die der verschiedenen Periodentransformationen, mit anderen 
Worten, es gilt der Satz: 

II. Wenn n eine ungerade Primzahl ist, beträgt der Index der 
Hauptkongruenzgruppe n^ Stufe innerhalb der Gruppe der Modul- 
Substitutionen: 

5) 2 

Ist aber n = 2, so sind die beiden Periodentransformationen 
(a, ß, y, S) und (— a, — /9, ^ y, — 5) modulo n kongruent; dann 
ist also in der Zahl n (n* — 1) von je zwei solchen schon nur die 
eine mitgerechnet und es tritt beim Übergang zu den Modulsubsti- 
tutionen keine weitere Reduktion ein; die Anzahl der modulo 2 
verschiedenen Modulsubstitutionen ist 6, wie wir bereits in § 98, III 
gesehen haben. 

Für beliebige (nicht nur für primzahlige) Werte von n gilt 
übrigens der Satz: 

IIL Die Hauptkongruenzgruppe n^ Stufe F^ ist in der Gesamt- 
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gruppe der linearen Periodentransformationen ^ bzto, der Modvlsubsti' 
tutionen eine ausgezeichnete Untergruppe. 

Ist nämlich Ä eine ihrer Operationen , F irgendeine andere 
lineare Periodentransformation ^ bzw. Modulsubstitution^ so ist, wie 
aus den Zusammensetzungsformeln (IB, § 14, 11; vgl. auch § 98) 
folgt, Ä F^ F (mod. n) und ebenso F A^F\ also ist auch 

6) FAF-'^^A^X 

und diese Substitution gehört also ebenfalls zu jT^, w. z. b. w. 

Infolgedessen gelten flir sie die Sätze von § 102; und man 
kann darauf eine einfache Darstellung der zugehörigen Faktorgruppe 
gründen. Diese Darstellung erscheint jedoch in konkreterer Be- 
deutung, wenn man sie an die Untersuchung der gegenüber der 
Hauptkongruenzgruppe invarianten Funktionen anknüpft, was im 
folgenden Paragraphen geschehen soll 

Übrigens kann man den Begrifif der Hauptkongruenzgruppe auch 
auf die Gruppe derjenigen linearen Transformationen in den drei 
Variabein m, «j, m^ übertragen, bei denen pu und p' u ungeändert 
bleiben, nämlich: 

II«' = M + 2 Äj Cöj + 2 Äg ft^g, 
^3= ;^a9i + ^«ög. 

Eine solche Transformation heißt ,,modulo n zur Identität kon- 
gruent", wenn ä^ , Ag , « — 1 , /9, /, ^ — 1 alle durch n teilbar sind. 
Auch hier bilden die modulo n zur Identität kongruenten Trans- 
formationen eine Untergruppe, die man auch als Hauptkongruenz- 
gruppe n*®' Stufe bezeichnet; und eine bis auf Pole reguläre^ Funktion 
von Uy cöj, G)g, die bei allen diesen Transformationen ungeändert 
bleibt, heißt eine elliptische Funktion n^ Stufe. 

Aus den Sätzen von § 34 und § 72 geht hervor, daß die Sigma- 
quotienten und die Funktionen Jacobis in der Tat Funktionen 
zweiter Stufe im Sinne dieser Definition sind, wie wir sie im 
IV. Abschnitt schon vorgreifend genaiint haben. 

§ 104. Das spezielle Teilungsproblem. 

Die Aufgabe: aus den Werten der elliptischen Funktionen eines 
bestimmten Periodenparallelogramms für den Argumentwert u die Werte 
derselben Funktionen für den Argumentwert ujn zu berechnen (also die 

^ Für die Annäherung an reelle Werte von (ag/öi ist hier eine zu § 95, (3) 
analoge Voraussetzung einzuführen. 
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Umkehrung der in § 27 behandelten Aufgabe) bezeichnet man als 
das allgemeine Teilung sproblem der elliptischen Funktionen, Den 
speziellen Fall dieses Problems, daß u eine Periode ist, bezeichnet 
man als das spezielle Teilungsproblem. Die Lösungen dieses letzteren 
sind also Funktionen allein der Perioden; wollen wir aber unter- 
suchen, was für Funktionen sie sind, so müssen wir erst eine Fest- 
setzung darüber treffen, was für elliptische Funktionen wir ^,teilen^' 
wollen. Wir wollen zunächst die spezielle Teilung der elliptischen 
Funktionen erster Stufe untersuchen. 

Sei f{u I (öp föj) eine solche, also, wie ohne Beweis erwähnt sei, 
eine rationale Funktion von p{u \ co^, Wg) und p'{u [ Wj, cog), deren 
Koeffizienten, falls sie noch von o)^ und cj^ abhängen, rationale 
Funktionen von g^ und g^ sind; dann handelt es sich um die Be- 
stimmung der Werte: 

Man erkennt zunächst, daß von diesen Werten nur n^ unter- 
einander verschieden sind; denn zufolge der Voraussetzung, daß f 
eine Funktion erster Stufe sei, ist allgemein: 

wenn k^ , k^ irgend zwei ganze Zahlen bezeichnen. Man drückt das 
wohl so aus, daß man sagt: 

I. Die Indizes A, fjL kommen nur modulo n in Betracht. 

Nehmen wir nun eine lineare Periodentransformation (§ 67, 2) 
vor. Da f eine Funktion erster Stufe sein sollte, so erhalten wir 
zunächst die Gleichung: 

3) f[ n I ^1 ' ^3 J ^f[ n I ^1' ^^3) 1 

wenn nämlich A', fi aus der Gleichung: 

4) A' (öj' + jw' «03' = A coj + jw ö>3 

bestimmt, also: 

A' = SX ^ y (ji 

fi = — ßl + a fjb 

gesetzt wird; mit anderen Worten: 

IL Werden die Perioden linearer Transformation unterworfen, 
so wird: 

6) /i', A*' (0?/, ö^sO = /i, A* [^v ^z)y 

icenn die Indizes durch die Gleichungen (5) bestimmt sind; die trans- 
formierten Teilwerte sind also dieselben, wie die ursprünglichen, nur 
in anderer Beihenfolge. 



. { 
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Man schreibt auch wohl: 
dann sind die Indizes aus den Grleichungen: 

[ fi' =i ßX + S fi 

zu bestimmen. 

(Man nennt die Substitution (5) die zur Transformation der 
Perioden kontragrediente, (8) die transponierte Substitution.) 

Ist insbesondere die Periodentransformätion modulo n zur Iden- 
tität kongruent, so wird aus (5) oder (8): 

also mit Bücksicht auf (2): 

d. h.: 

ni. e71?</«r einzelne der n'«" Teilwerte fx^ ^^ bleibt für sich UU" 
geändert, wenn man auf die Perioden eine Transformation der Raupt' 
kongruenzgruppe n^ Stufe anwendet. 

Betrachten wir insbesondere solche Teilwerte, die nur vom 
Verhältnis der Perioden abhängen. Solche sind im Innern der posi- 
tiven r-Halbebene überall bis auf Pole regulär, wie aus den Dar- 
stellungen von p u, p' u, g^j g^ durch gleichmäßig konvergente Reihen 
sich ergibt; und wenn r innerhalb des Fundamentaldreiecks blei- 
bend ins ünendHche geht, so nähern sie sich entweder einem be- 
stimmten Grenzwert, oder sie werden bestimmt unendlich. Daraus 
folgt nach § 102 a. E.: 

IV. Teilwerte /i, ^ der bezeichneten Eigenschaft sind Wurzeln einer 
Gleichung vom Grade n*, deren Koeffizienten rationale Funktionen von 
J{j) sind. 

Man kann jedoch von dieser Gleichung einen Linearfaktor 
ohne weiteres abspalten: denn f^^ ist sofort vermöge der Definition 
der Funktion f rational durch / ausdrückbar. Die so auf den 
Grad w^ — 1 reduzierte Gleichung heißt die spezielle Teilungsgleichung, 
Eine weitere Reduktion dieser Art ist nämlich, wenn n Primzahl ist, 
nicht mehr möglich, solange nicht über f noch speziellere Voraus- 
setzungen getroffen werden. Denn dann können wir cc, ß, y, S so be- 
stimmen, daß r, fi beliebig vorgeschriebene Werte, außer (0, 0) an- 
nehmen, wenn (A, fj) 4= (0, 0) gegeben sind. Führen wir dann t auf einem 
ganz in der positiven Halbebene verbleibenden Wege von r nach 
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T = , n über, so folgt durch analytische Fortsetzung längs dieses 
Weges nach IB, § 66, IV aus 'der Gleichung: 

11) ö(/i,^(r), /(t)) = 
die andere: 

G in, , (r'), /(rO) = 0, 

oder wegen (7) und § 97, (5): 

12) ^(^.^.(r), /(r))=0, 

d. h.: 

V. Genügt (für n Primzahl) irgendein von f^Q verschiedener Teil- 
wert einer Gleichung , deren Koeffizienten rationale Funktionen von J 
sind, so genügt ihr jeder von f^^ verschiedene Teilwert, 

Die symmetrischen Funktionen der n^—\ Teilwerte /i, ^, außer 
f^, sind also rationale Funktionen von J, Aber außer ihnen gibt 
es auch noch andere rationale Funktionen der f^ ^, die dieselbe 
Eigenschaft haben. Denn yrenn man dadurch, daß man J in seiner 
Ebene beliebige geschlossene Wege durchlaufen läßt, r in alle mög- 
lichen äquivalenten Punkte überführt, erhält man nach § 103 II 
nur \n[n^ — 1) [bzw. 6 für n = 2] relativ zu F^ inäquivalente Punkte; 
durch solche „Monodromie von /" (vgl. § 78) erhält man also aus 
einer beliebigen ersten Anordnung der fx^ ^ nicht (w^ — 1)!, sondern 
nur ^ w (n^ — 1) [bzw. 6] verschiedene andere Anordnungen. Man 
drückt das so aus: 

VI. Bie Monodromiegruppe der speziellen Teilung sgleichung in 
bezvg auf J enthält, 

wenn n eine ungerade Primzahl ist, \ n (v? — /), 

wenn n = 2 ist, sechs 

Vertauschungen der Wurzeln. 

Für diese Monodromiegruppe geben die bereits aufgestellten 
Formeln eine übersichtliche Darstellung: ersetzen wir r durch 

^ ^^ , so tritt an Stelle der Wurzel f^ f^ allgemein diejenige 

Wurzel /i', ^', deren Indizes durch die Gleichungen (8) bestimmt 
sind. Wir bekommen aber noch eine etwas einfachere Darstellung, 
wenn wir die Zahlen a, ß, y, S auf ihre kleinsten Keste modulo n 
reduzieren. Für diese kleinsten Reste (für die wir keine neuen Be- 
zeichnungen einführen wollen), tritt an Stelle der Gleichung (9) von 
§ 67 die Kongruenz: 

13) aS-'ßy^l (mod. w). 
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(In der Tat kann man zu jedem Zahlenquadrupel ^ das diese 
Kongruenz befriedigt, ein anderes 

14) a' = a + na, ß^ = ß + nh, / = y + nc, S'^S + nd 

so bestimmen, daß es die Gleichung a^ — /9'/ = l erfüllt; man 
hat dazu nur, wenn aS — ßy^^l + kn ist, die Gleichung: 

n{ad--bc) + {aS + da — by ^cß) + k==0 

zu befriedigen). 

VIL Bann treten zur Darstellung der Monodromiegruppe an Stelle 
der Gleichungen (8) die Kongruenzen: 

f l! ^aX + y II 

15) { (mod. n)\ 

l fl'=ßX+SfJL 

und in den Zusammensetzungsformeln' (IB, § 14, 11) ist ebenfalls an 
Stelle des Gleichheitszeichens das Kongruenzzeichen modulo n 
zu setzen. 

Man sieht, daß diese Monodromiegruppe eben die im vorigen 
Paragraphen erwähnte Faktörgruppe ist 

§ 105. Resolventen des spezieilen Teiiungsprobiems und 

Untergruppen seiner Gruppe. 

Es sei ip irgendeine rationale Funktion der Wurzeln des 
speziellen Teilungsproblems. Wenden wir auf diese Wurzeln die 
sämtlichen Vertauschungen der Monodromiegruppe an, so erhalten 
wir aus ip eine Reihe von J- 71(71^— 1) Funktionen. Wie im vorigen 
Paragraphen sieht man ein, daß die symmetrischen Funktionen 
dieser Funktionen rationale Funktionen von J sind, daß also ^p 
einer Gleichung vom Grade jia(w) = ^^(w^ — 1) genügt, deren Koeffi- 
zienten rationale Funktionen von J sind. Eine solche Gleichung 
nennt man eine GALOissche Resolvente des speziellen Teiiungsprobiems, 
wenn die fi(n) Werte von t^ alle voneinander verschieden sind. 

Es kann aber auch vorkommen, daß von den fi [n) Werten, die 
durch die Vertauschungen der Monodromiegruppe des Teilungs- 
problems aus xfß hervorgehen, mehrere, sagen wir etwa v, einander 
gleich werden, und zwar für beliebige Werte von r. Aus IB, § 66, IV 
folgt dann, daß die fji{n) Werte von ^p zu je v einander gleich 
werden, daß also v ein Teiler von jtx {n) ist und daß t/; bei den Opera- 
tionen der Monodromiegruppe in nur nfv verschiedene Werte über- 
geführt wird. Wieder sind die symmetrischen Funktionen dieser 
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II jv Werte rationale Funktionen von J; t/; genügt also in diesem 
Falle einer Gleichung des Grades iijv, deren Koeffizienten rationale 
Funktionen von J sind. Auch diese Gleichung bezeichnet man als 
eine Resolvente des Teilungsproblems, ■ 

Die V Operationen der Monodromiegruppe, bei denen der ein- 
zelne Wert 'kp sich nicht ändert, bilden notwendig eine Gruppe 
(IB, § 18, VI), eine Untergruppe der Monodromiegruppe von der Ord- 
nung V und dem Index ju/«/. Die Gruppen, die in dieser Weise zu 
den verschiedenen Werten von 'kp gehören, sind im allgemeinen von- 
einander verschieden, aber innerhalb der Monodromiegruppe des 
Teilungsproblems untereinander gleichberechtigt. 

Umgekehrt werden wir Resolventen des speziellen Teilungs- 
problems erhalten, wenn wir Untergruppen seiner Monodromiegruppe 
bestimmen und zu jeder solchen Untergruppe Funktionen suchen, 
die gerade bei ihr unverändert bleiben. Von solchen Untergruppen 
seien die folgenden aufgeführt: 

1. Eine Untergruppe wird gebildet von denjenigen Substitutionen, 
für welche 

1) a=l, /9 = 0, 8^\ (mod. 7i) 

ist. Die Anzahl der Operationen dieser Untergruppe beträgt n, ent- 
sprechend den n noch möglichen Werten von ;'. Eine Funktion i//, 
die bei diesen, und nur bei diesen Operationen ungeändert bleibt, 
ist der Teil wert f^^ selbst; die zu dieser Untergruppe gehörige Resol- 
ventengleichung ist also die spezielle Teilungsgleichung selbst. Als Grad 
dieser Gleichung finden wir hier \[n^ — 1), während wir in § 104 
n^ — 1 gefunden haben; das erklärt sich daraus, daß eine Funktion 
des VmoAenverhäÜnisses immer eine gerade Funktion von m^ und (o^ 
ist Es ist also bei denjenigen Funktionen, von denen hier die 
Rede ist, notwendig fx, 11=" f-x, ^f^'i diö Anzahl der verschiedenen 
unter ihnen reduziert sich daher auf ^ {n^ — 1). 

2. Eine zweite Untergruppe wird gebildet von denjenigen Sub- 
stitutionen, die die w— 1 Teil werte: 

^) / 10? /20? • • • /n - 1,0 

nur unter sich permutieren. Sie sind charakterisiert durch die 
Kongruenz: 

3) ß = (mod. n), 

Ihre' Anzahl bestimmt sich folgendermaßen: Aus (3) und § 104, (13) 
folgt: 

4) aS^\ (mod. w). 
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Diese Kongruenz kann (n immer als Primzahl Yorausgesetzt] be- 
friedigt werden, indem man dem u einen beliebigen zu n inkon- 
gruenten Wert beilegt und dann 8 dazu bestimmt; y bleibt ganz 
beliebig. Man erhält so n(n — 1) Lösungen der vorgelegten Kon- 
gruenz; von diesen geben aber bei ungeradem n je zwei dieselbe 
Modulsubstitution. Die Ordnung dieser Untergruppe beträgt also 
^ 72 (n — 1), ihr Index folglich n + 1. Daraus folgt: 

Die symmetrischen Funktionen der n -^ 1 Teilwerte (2) germgen 
Gleichungen der Ordnung n + 1, deren Koeffizienten rationale Funk" 
tionen von J sind. 

Wir werden dieser Untergruppe im nächsten Paragraphen von 
einer anderen Seite her wieder begegnen. 

§ 106. Das spezielle Transformationsproblem. 

Im Vm. Abschnitt haben wir die lineare Periodentransformation, 
d. h. den Übergang von w^ und (o^ zu: 



1) 



I 



^3 = r«i +^^s 



mit der Bedingung: 

2) aJ-/?/=l 

untersucht Jetzt wollen wir die Frage behandeln: welche Beziehung 
haben die Modulfunktionen von r, insbesondere /fr), zu denjenigen von r, 
wenn an die Stelle der Bedingung (2) die andere tritt: 

3) a S ^ ß y = nj 

unter n eine positive ganze Zahl verstanden? 

Zu diesem Zweck müssen wir vor allem zusehen, welchen Ein- 
fluß auf diese Funktionen eine lineare Transformation der ursprüng- 
lichen Perioden hat; wir wollen zu diesem Zweck zunächst den 
speziellen Fall: a = l, ß s=s y = 0, S = n, also: 

ins Auge fassen. Üben wir auf die ursprünglichen Perioden die 
lineare Transformation: 

[aS-ßy^ 1) 
aus, so treten an Stelle der ö neue transformierte Perioden: 
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8 



cöj' = n (Ö3' = 71 / (öj + w J o?g = « / (öj +5 



CO 



3' 



Dieses Periodensystem ist dann, und nur dann zu (öö^, ä?g) äqui- 
valent, wenn ß durch n teilbar ist. Daraus folgt: 

I. Der transformierte Wert der Invariante /, J (nx) bleibt un^^ 
geändert bei allen denjenigen Modulsubstitutionen, für die 

7) ß = (mod. n) 

ist 

Für primzahlige n bilden diese Modulsubstitutionen, wie die An- 
wendung des allgemeinen Verfahrens von § 99 ergibt, in der Modul- 
gruppe eine Untergruppe vom Index » + 1 ; es kommen nämlich dabei 
alle diejenigen Substitutionen in dieselbe Zeile, für welche ß : 8 (mod. n) 
denselben Wert hat. Andererseits folgt aus den entsprechenden 
Eigenschaften von J{t), daß J[nt) im Innern der positiven Halb- 
ebene überall regulär ist und einem bestimmten Grenzwert sich 
nähert oder bestimmt unendlich wird, wenn r innerhalb eines Dreiecks 
der Fig. 44 (p. 230) verbleibend sich der Achse der reellen Zahlen 
unbegrenzt nähert. Also ergibt sich aus § 97 am Ende: 

II. J(n r) genügt für primzahlige n einer algebraischen Gleichung 
des Grades n+ly deren Koeffizienten rationale Funktionen von J(t) sind. 

Man bezeichnet diese Gleichung wohl als „Modulargleichurtg 
erster Stufe". Ihre übrigen Wurzeln sind die Werte, die aus J{nT) 
durch Anwendung von Modulsubstitutionen auf t hervorgehen, die 
der Bedingung (7) nicht genügen; also allgemein die Werte: 






Aus Satz II geht hervor, daß unter diesen Werten gerade 71 + 1 ver- 
schieden sind. In der Tat: ist ß durch n teilbar, etwa gleich /9j n, so ist 

Y + öt n/^ -\- d ,nt 

a •\- ßx a + ^j.nr 

mit nr äquivalent. Ist aber ß nicht durch n teilbar, so bestimme 

man die Zahl a-^ so, daß 

a = a^ ß + k^n 
wird. Dann ist: 

"" + ^' K + ßl^^^ 

^ n 

mit - — — äquivalent, indem die Determinante 

BüBXHABDT, Funktionen. II. Zweite Aufl. 1*7 
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k^.nS -- {y -- Sa^) ß =^ aS — ßy — \ 
ist. Andererseits sind von den n + 1 Werten: 

Q. tt + It + 2 t + w— 1 

für allgemeine Werte von r keine zwei äquivalent; wir können 
daher sagen: 

IIL Die n + \ Wurzeln der Modulargleichurig erster Stufe sind: 

9) /(,.), J[^). /(1±1) ^(!i^). 

Daraus, daß die beiden erstgenannten Größen Wurzeln einer 
und derselben Gleichung mit in J{t) rationalen Koeffizienten sind, 
ergibt sich noch eine merkwürdige Eigenschaft dieser Gleichung. 
Ersetzt man nämlich r durch r/n, so geht «/(nr) in J[t) und e/(r) 

in e^f— ) tiber; daraus folgt: 

IV. Die Modulargleichung bleibt ungeändert, wenn manJ(T) und 
J (nx) vertauscht. 

Die Modulargleichung erster Stufe ist übrigens schon bei den 
kleinsten Werten von n ziemlich wenig übersichtlich; es liegt das 
daran, daß schon bei diesen Werten J[nT) nicht HauptmoA\x\. für 
die durch die Kongruenz (7) definierte Untergruppe der Modul- 
gruppe ist. 

Im Falle n = 2 können wir übrigens die transformierten Werte 
von / sehr einfach durch bereits früher eingeführte Größen aus- 
drücken. Für jedes n ist nämlich die Hauptkongruenzgruppe n**' 
Stufe in der durch (7) definierten Untergruppe enthalten. Gehört 
also zu dieser Gruppe ein Hauptmodul, so läßt sich J[nT) rational 
durch ihn ausdrücken; das gleiche gilt von den übrigen Werten (9), 
da die Hauptkongruenzgruppe w*®' Stufe eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Modulgruppe ist. Für n = 2 haben wir gesehen, daß 

A(r) Hauptmodul ist; also sind /(2t), /(-|-)j /( ^ ^ ) rationale 

Funktionen von A(t). Um diese rationalen Funktionen wirklich 
aufzustellen, beachten wir zunächst, daß jede dieser Funktionen 
auch noch bei gewissen Modulsubstitutionen ungeändert bleibt, bei 
denen A(t) seinen Wert ändert. /(2 t) z. B. bleibt ungeändert, 
wenn man t durch t + 1 ersetzt; dabei geht X nach § 96 über in 

rzTi' Daraus folgt, daß /(2 t) eine symmetrische Funktion von X 
und , d. h. eine rationale Funktion von 
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ist. 

Um sie weiter zu bestimmen, gehen wir davon aus, daß /(2 t) 
im Innern des Fundamentalbereichs von k nirgends unendlich wird, 
wohl aber in seinen Ecken. In der Umgebung von r « i oo wird 
nach § 82, (15a): 

ä(t)= 16A(1 ^ 8h + 44h^ + ...), 
also 

= -256A*(1 - 16A+ 152Ä» + ..)(! + 16A + 128A« + ..) 

256A*{1 +0.Ä + 24Ä» + ..}, 

femer nach § 96, (4): 



64.27 ■ 72 

also: 

andererseits wird dort 

In der Umgebung von a = findet also eine Entwicklung statt, 
deren Anfangsglieder sind: 

10) ^(2r) = ^-(a-2_^a-i + ..). 

Um dais Verhalten in der Umgebung von r = zu unter- 



ni 



suchen, setzen wir h^ = e » ; wir haben dann nach § 82, (15 a) 
und § 96, (4): 

1 -A(r)= 16Äi(l ~8Äi + 44Äi2 + ..) 

A(t)= 1 - 16Äi + 128h^^ + .., 

17* 
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_ (1 - l6Ai + 128 ^i' + ..)' 
*" ~ - 16A, (1 - 8A, + 44/ti» + . .) 

= -^^"Ml -32/ii + 512Äi2..)(l +8/*! +20/*!» + . .) 

= - 1^ Ai -^1 - 24 Ai + 276A,« + ..}.' 

In der Umgebung von a = co lautet also die Entwicklung nach 
Potenzen von a mit fallenden Exponenten 

11) '^(2-)=-W«+l + " 

Endlich setzen wir: h^ = e»i(»+ i) = _ A; dann kommt: 

L = yA_^ = - 16Ä(1 + 8/t + 44A« + ..), 
l = -^ = 16A(1 + 8A + 44Ä2 + ..)(1 + 16A + 128A* + ..)^ 



= 16A(1 + SA + 44A'' + ..)(1 - 1«Ä + 128A2 + ..) 
= 16A(1 - 8A + 44A2 + ..), 

a = -256A*{l +24A» + ..5, 

übereinstimmend mit dem oben gefundenen Werte. 

Es ist also /(2 t) eine rationale Funktion von a, die für a = 
von der zweiten, für a =» oo von der ersten Ordnung unendlich groß 
wird, sonst überall endlich bleibt. Die angegebenen Anfangsglieder 
der Reihenentwicklung geben den Ausdruck: 

^ ^^ ~" 108 a« "" 108 a* 

Aus diesem Ausdruck erhält man die Formeln für J[y] ^^^ 

/[ — K—]j wenn man bzw. die Substitutionen jP und US anwendet; 
dabei geht a nach § 96 bzw. über in: 

h = S^-l3- = - ^^ - ^^' 
1 - A- 1 A 

und: 

= >^"' ^ 1 
^ ~ ;.-^ - 1 "■ A(i - A) * 
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§ 107. Transformation von Funktionen höherer Stufe. 

« 

Sei z[t) eine Modulfunktion m*®' Stufe; mit anderen Worten, 
die Untergruppe F^ der Modulgruppe, bei deren Operationen z{t) 
ungeändert bleibt, sei durch Kongruenzen modulo m definiert.^ Wie 
wir in § 101 gesehen haben, besteht dann zwischen z und J[t) eine 
algebraische Gleichung, deren Grad in bezug auf z gleich ju ist; 
ihren Grad in bezug auf J nennen wir v und schreiben sie: 

1) G (z, J) = 0. 
Durch die Transformation n*®' Ordnung: 

2) T = r^, iad — bc ^ n) 

entsteht aus z(t) eine transformierte Funktion: 

3) r(r) = i(r), 

die ebenfalls eine Modulfunktion ist; zwischen ihr und / besteht 
ganz ebenso die Gleichung: 

4) G\z, l] = 0. 

Andererseits besteht flir primzahlige n nach § 106, II und IV zwischen 
J und J eine Gleichung: 

/n + l. n-Kl\ 

5) äI, e/, / j =0; 

durch Elimination von / aus (4) und (5) erhält man eine Gleichung: 

6) J^(z, «0 = 0, 

die in z vom Grade ju (« + 1), in / vom Grade i/ (w + 1) ist. Eli- 
miniert man noch aus dieser Gleichung und der Gleichung (1) das «/, 
so erhalt man eine Gleichung höheren Grades, die jeden der jtt Werte 
von z mit jedem der jtt(« + 1) Werte von z verknüpft. In beson- 
deren Fällen zerfallen aber diese letzteren in ^u Systeme von je 
w + 1 von der BeschafiFenheit, daß die Werte eines jeden solchen 
Systems Wurzeln einer Gleichung sind, deren Koeffizienten rationale 
Funktionen eines bestimmten z sind. Eine solche Gleichung nennt 
man eine Modulargleichung, 

um hierüber noch einige nähere Angaben machen zu können, 
bestimmen wir die Gruppe eines der transformierten z- Werte, z. B. 
die von ^(tit). Soll die Substitution: 

a + ßt 

* Der Index an T soll in diesem Paragraphen nicht die Stufenzahl be- 
deuten, sondern nur als Unterscheidungszeichen dienen. 
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diesen Wert in sich tiberflihren, so muß 

7) „^=i_ 

a + -^HT 
n 

mit 71 T relativ zu der Gruppe /"^ von 2: äquivalent sein. Es muß 
also ßjn eine ganze Zahl^ d. h. 

8) ß = (mod. n) 

sein; und außerdem müssen die vier ganzen Zahlen: 

9) a, ^, ny, S 

den Bedingungen genügen, durch die die Substitutionen der Unter- 
gruppe r^ charakterisiert sind. Mit anderen Worten: 

I. Die Gruppe F^ von z(nT) ist die größte gemeinsame Unter ~ 
•gruppe der durch die Kongruenz (8) definierten Untergruppe i^« + 1 
(§ 106 j I) und derjenigen Gruppe r^^, die aus der Gruppe /), von z(t) 
entsteht, indem man in ihren Substitutionen ß und y durch nß und 
yfn ersetzt. 

Diese Gruppe H^^ selbst ist an und für sich nicht in der Modul- 
gruppe enthalten ; aber die ihr mit J*« + 1 gemeinsame Untergruppe 
gehört der Modulgruppe an. 

Ist speziell /"^ durch Kongruenzen nach einem Modul m definiert, 
der zu n relativ prim ist, so sind die beiden Bedingungssysteme (8) 
und (9) ganz unabhängig voneinander und können durch ein einziges 
Bedingungssystem modulo mn ersetzt werden. Mit anderen Worten, 
es gilt der Satz: 

IL Ist m relativ prim zu n, so führt Transformation n'^ Ordnung 
einer Modulfunktion m'*** Stufe auf eine Modulfunktion mn*^^ Stufe. 

Man kann dann auch leicht aus einem Kepräsentantensystem K 
von Ff^ (§ 99, I) ein solches für 7]^ ableiten. Man kann nämlich zu 
jeder Modulsubstitution V{r) von JT eine Modulsubstitution V'[t] an- 
geben, deren Koeffizienten sich aus denjenigen von F{t) durch die 
Kongruenzen bestimmen: 

10) a=^a, ß'^nß, ny'^y, S'^S (mod. m). 

Dann kann man eine Modulsubstitution v[t) bilden, die modulo m 
zu V (t), modulo n aber zu irgend einer anderen Modulsubstitution w (r) 
kongruent ist. Nimmt man dabei für w[t) der Reihe nach die 
sämtlichen Substitutionen eines Repräsentantensystems der /"„ + 1, 
so erhält man die ju (w + 1) Substitutionen eines Repräsentanten- 
systems der Fj^. Die jti(w + 1) Werte, die durch diese Substitutionen 
aus z[nT) hervorgehen, müssen dann sämtlich derselben Gleichung (6) 
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genügen, wie aus IB, §66, IV folgt; denn J bleibt bei allen diesen 
Substitutionen ungeändert. 

Wenn wir aber nicht nur J(t), sondern auch z(t) als gegeben 
ansehen^ so dürfen wir nur solche Substitutionen in Betracht ziehen, 
die der Untergruppe i"^ angehören; wir müssen also statt der 
Gruppe r^ die größte gemeinsame Untergruppe von JT^ und F^ in 
die vorhergehenden Überlegungen einführen. Dabei können sehr 
verschiedene Möglichkeiten eintreten; am einfachsten gestaltet sich 
die Sache, wenn 

11) n^l (mod. m) 

und außerdem jT^ die Hauptkongruenzuntergruppe m'«»* Stufe (§ 103) 
ist Denn dann wird (vgl. 10) F^ mit /), modulo m identisch, also 
die gemeinsame Untergruppe von Fn + i und F^ mit der von Fn + i 
und Ff^. Fy^ ist also in diesem Falle selbst Untergruppe von JT^, 
und zwar Untergruppe vom Index w+1. Man erhält dann ein 
Repräsentantensystem von Fj^ innerhalb J*^, wenn man jede Sub- 
stitution eines Repräsentantensystems der -T« + i durch eine modulo n 
zu ihr, modulo m zur Identität kongruente ersetzt. Die symmetri- 
schen Funktionen der w + 1 Werte, die aus z(«t) durch die Sub- 
stitutionen dieses Repräsentantensystems hervorgehen, sind dann 
zu F^ gehörige Modulfunktionen; also rationale B^'unktionen von z, 
wenn z Hauptmodul (§ 101) ist. Demnach gilt der Satz: 

m. Mne Modulargleichung existiert insbesondere dann, wenn z 
Hauptmodul m '^ Stufe und der Transformationsgrad n^ 1 (mod, m) ist 

Z. B. existieren Modulargleichungen zwischen X(wt) und X{t) 
für jeden ungeraden Transformationsgrad. 

§ 108. Transformation zweiten Grades der Modulfunktionen 

zweiter Stufe. 

Ist der Transformationsgrad n nicht relativ prim zu der Stufen- 
zahl m der zu transformierenden Funktionen, so ist eine große 
Mannigfaltigkeit verschiedener Fälle zu unterscheiden. Wir wollen 
uns daher mit der Untersuchung eines besonders wichtigen Falles 
begnügen. 

Das Doppelverhältnis X bleibt, wie wir § 94, IV, VII gesehen 
haben, bei denjenigen Modulsubstitutionen invariant, die modulo 2 
zur Identität kongruent sind. Soll also die Substitution 

1) ^' = -^ oder 2r' = ^^ 
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den transformierten Wert l (2 t) in sich überführen, so muß ß gerade 
sein, und außerdem muß die Substitution {a, ^ß, 2y, S) mod, 2 zur 
Identität kongruent sein; mit anderen Worten: 

I. Die Gruppe der Funktion A (2 x) besteht aus denjenigen ModuU 
Substitutionen, die den Kongruenzen: 

2) a = J = 1 (mod. 2), /? = (mod. 4) 

genügen; k(2T) ist also eine Modulfunktion vierter Stufe. 

Wir müssen zunächst den Index dieser Untergruppe bestimmen. 
Zu diesem Zweck fragen wir vor allem, wie viele mod. 4 verschiedene 
Modulsubstitutionen es gibt, und dann, wie viele unter ihnen den 
Bedingungen (2) genügen. 

Seien ccj ß irgend zwei Zahlen , die nur nicht beide gerade 
sein dürfen, so kann man zu ihnen stets zwei andere y^ S so be- 
stimmen, daß 

3) aS-ßy^l (mod. 4) 

wird; und das allgemeinste Lösungssystem dieser Kongruenz ergibt 
sich aus irgend einem speziellen in der Form: 

4) ^^ = /o + ^ ^ + ^^> S = Sq + ß t + 4:V. 

Die Anzahl der modulo 4 verschiedenen Paare von Zahlen a, ß, die 
nicht beide gerade sind, beträgt 12; nimmt man nämlich cc =^ 1 
oder a = 3, so kann man /? = 0, 1, 2, 3 setzen (8 Möglichkeiten); 
nimmt man aber a = oder a = 2, so sind nur ß = 1 und ß = 8 
zulässig (4 Möglichkeiten). Zu jedem dieser 12 Paare [a, /S) liefern 
die Gleichungen (4) 4 Paare {y, S), wenn man der Eeihe nach 
f = 0, 1, 2, 3 setzt; und diese sind inkongruent, da a und ß nicht 
beide gerade sind. Also erhalten wir im ganzen 12.4 = 48 ver- 
schiedene Lösungen der Kongruenz (3). Aus jeder dieser Lösungen 
läßt sich eine zu ihr kongruente Lösung der Gleichung: 

5) fif'(y'-/9'/ = l 
durch die Formeln ableiten (vgl. § 104, 13): 

6) «' = «, ß'^ß + U, / = y + 4c, S'^S + Ad. 

a und ß können nämlich nicht beide gerade sein; infolgedessen 

können wir b so bestimmen, daß /S' zu u relativ prim wird. Setzen 

wir darauf 

a'S- ß^y= 1 + 4e 

und bestimmen, was dann stets möglich ist, c und d so, daß: 

a d — ß' c — — e 

wird, so erfüllen die Werte (6) die Gleichung (5). 
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Von den so gefundenen 48 modulo 4 verschiedenen Klassen von 
Lösungssystemen der Gleichung (1) geben zwei solche, und nur zwei 
solche, die sich nur durch die Vorzeichen sämtlicher vier Größen 
unterscheiden, dieselbe Modulsubstitution; wir erhalten also den Satz: 

II. Die Anzahl der modulo 4 verschiedenen Klassen von Modul' 
Substitutionen beträgt 24. 

Wollen wir aus diesen nur diejenigen herausgreifen, die den 
Bedingungen (2) genügen, so haben wir statt der oben abgezählten 
12 Paare von Zahlen {cc, ß) nur die beiden (1,0) und (3,0) zu berück- 
sichtigen. Soll dann die Kongruenz (3) bestehen, so muß im ersten 
Falle S=l, im zweiten S=3 (mod. 4) sein; die Kongruenz S=l 
(mod. 2) ist also in jedem Falle erfüllt und es sind für t alle vier 
Werte zulässig. Wir erhalten also 8 modulo 4 verschiedene Zahlen- 
quadrupel, die den Kongruenzen (2) und (3) gleichzeitig genügen 
und folglich 4 modulo 4 verschiedene Klassen von Modulsubstitutionen, 
die A(2t) in sich überführen. Hieraus und aus Satz II folgt: 

m. Der Index der Gruppe von X(2t) innerhalb der Gruppe 
sämtlicher Modulsubstitutionen beträgt 6, 

Daraus folgt (§ 101), daß ä(2t) einer Gleichung sechsten Grades 
genügt, deren Koeffizienten rationale Funktionen von J[t) sind.^ 

Sehen wir aber neben /(t) auch noch X[t) als bekannt an, so 
erhalten wir eine Gleichung niedrigeren Grades. Die Gruppe von 
A(2t) hat mit der Gruppe von ä(t) eine Untergruppe gemein; es 
kommt also nur noch darauf an> den Index der letzteren innerhalb 
der Gruppe von A(t) zu bestimmen. Um die Bestimmung vorzube- 
reiten, suchen wir zunächst die Anzahl der modulo 4 verschiedenen 
Substitutionen, die modulo 2 zur Identität kongruent sind. Das ge- 
schieht auf demselben Wege, auf dem oben Satz II abgeleitet worden 
ist; der Unterschied ist nur, daß jetzt von den oben bestimmten 
Zahlenpaaren (a, /S) nur 4, nämlich (1, 0), (1, 2), (3, 0), (3, 2) zulässig 
sind, und daß t nur die beiden Werte und 2 annehmen darf. 
Da auch hier je zwei Lösungssysteilie dieselbe Modulsubstitution 
geben, so sehen wir: 



^ Die übrigen Wurzeln dieser Gleichung sind: 



iT^-^f '(-^--'It). '(^.)-d(ii' 
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lY. Die Anzahl der modulo 4 verschiedenen Klassen von modulo 2 
zur Identität kongruenten Modulsubstitutionen beträgt 4. 

Als RepräseDtanten dieser 4 Klassen kann man z. B. die 3 Sub- 
stitutionen betrachten, die r bzw. durch: 

T rt 2 + 5t 

^' 1+ 2t' ^-t-^; 1 + 2T 

ersetzen. 

Von diesen vier Klassen genügen zwei, nämlich die durch r 
und r + 2 repräsentierten, den Bedingungen (2); daraus folgt: 

V. Der Index der Gruppe von X(2r) innerhalb der Gruppe von 
^(t) ist gleich 2. 

In der Tat überzeugt man sich direkt, etwa mit Hilfe des 
Satzes V von § 94, daß bei jeder modulo 2 zur Identität kon- 
gruenten Modulsubstitutionen die beiden Werte: . 

A(2t) = ä(2t + 4) 
und: 

'(TlT7)='(^-mT)[='(T^ + *)l 

entweder jeder für sich ungeändert bleiben oder unter sich ver- 
tauscht werden. Daraus folgt wegen § 95: 

VI. Die beiden Funkäonen X(2t) und kl- ^— ) sind Wurzeln 

einer quadratischen Gleichung, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
von X(t) sind. 

Es existiert also auch in diesem Falle eine Modulargleichung 
der in § 107 bezeichneten Art. 



§ 109. Explizite Aufstellung der Modulargleichung für die 
quadratische Transformation von (A]r. 

Der letzte Satz des vorigen Paragraphen würde bereits zur ex- 
pliziten Aufstellung der Modulargleichung ausreichen: wir würden 
nur noch nötig haben, die symmetrischen Funktionen (Summe und 

Produkt) von l (2 r) und k [ . ,\ ) durch ihre Pole und Nullpunkte 

oder Eesiduen zu charakterisieren. 

Wir gelangen aber mit weniger Aufwand von Rechnung zum 
Ziele, wenn wir noch weitere Eigenschaften der Modulargleichung 
mit herbeiziehen. Zunächst: 
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I. Neben die Gleichung: 

1) f^{l{t), Ä(2t)) = 

treten zwei analog abzuleitende (vgl, auch § 106 y III): 

2) /;(m^). ^(y))=o. 

und: 

3) fs(Hr), ^(^)) = 0. 

Ersetzt man in der zweiten dieser Gleichungen r durch 2 r, so 
geht sie über in : 

4) /;(M2t), aw)=o. 

Da zwischen A (t) und k (2 r) keine Gleichung von niedrigerem Grade 
bestehen kann, so muß diese Gleichung mit (1) identisch sein. 
Daraus folgt: 

II. Das Polynom f^(Xy y) ist bis auf einen konstanten Faktor 
mit f^ fy, x) identisch und folglich auch in bezug auf x vom zweiten 
Grade, 

Ferner folgt aus § 108, VI und § 96, (2): 

III. Ist y = 1(2t) eine Wurzel der Gleichung f^ (x^y) = 0, so ist 

A 1 ^ 1 = -r-r^TT die andere; das Polynom f ist. also rücksichtlich y 

reziprok. 

Ersetzt man ferner t durch 1 + r , so geht a: = A (t) nach 

X 1 

§ 96, (1) über in — — — , 1 — o; also in ——^ — , y bleibt ungeändert; 

daraus folgt: 

IV» Führt man, statt x, i — ar = ^ «//, so erhält man aus f^ (x, y) 
ein Polynom cp^ (^|, y), das auch in bezug auf | reziprok ist, also die 
Gestalt hat: 

5) (^r + Bi + ^)y' + {Ci^ +Di + C)y + (^1» +B^ + Ä), 

Weiteren Aufschluß erhält man durch Bestimmung des Ver- 
haltens von I und y in den Ecken des Fundamentalbereichs 
von A (§ 94): 

Für T = 2 00 wird x = 0, | = 1 , 2 t = i oo , , ^^ = 1 , also 

' » 1 + 2 T 

ein Wert von y = 0, der andere = oo; daraus folgt: 

6) Ä + B + Ä=^0. 
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Für T = wird o: = 1, | =» 0, 2 r = 0, yV^ = ^> ^^^^ ^®^^® 
Werte von y = 1; daraus folgt: 

7) C^ -2A. 

2 T 

Für T = 1 wird ar = (X>, | = oo, und 2 r äquivalent 

(§ 94) zu 0, also beide Werte von y = 1; das gibt nichts Neues. 
Die Gleichung (1) hat also die Form: 

8) . ^(|-l)2(y-l)^ + (i>-4J)|y = 0. 

Das einzige hier noch unbekannte Koeffizientenverhältnis D:A be- 
stimmen wir, indem wir an einer der genannten Stellen noch die 
Art des ünendlichwerdens herbeiziehen. Wir brauchten dazu nur 
je den ersten Koeffizienten der betr. Reihenentwicklungen, wollen 
aber doch ^e drei ersten Koeffizienten berechnen, um die vorher- 
gehenden Überlegungen wenigstens teilweise zu verifizieren. Wir 
haben nach § 82, (16) (vgl. auch § 106): 

1= 1 - 16Ä+ 128Ä2 + . ., 

y= 16Ä2- 128/**+ ..., 

(I- 1)2 = 256 ä2 { 1 - 16Ä+ 152Ä2 + . .}, 

(y-l)2 = l-32Ä2+.., 

(1^ l)2(y- 1)2 = 256^2(1 - 16Ä+ 120 Ä2 + ..), 

|y = 16ä2(1 - 16Ä + 120 ä2 + . .). 

Gleichung (8) ist also erfüllt, wenn 

256^+ 16(2>-4 J) = 

ist, mit anderen Worten: 

V. Die zwischen | = 1 — a.{t) und y = A (2 t) bestehende Modular^ 
gleichung lautet: 

9) (|_1)2(^_1)2.16|^=0. 

Aus ihr erhält man die Modulargleichung für y, = A (-|-) , indem 

man r durch ersetzt; dabei geht nach § 96 (1) :r in 1 — Ä(r) = | 

und y in A( -j = 1 — A [-|-| = 1 — y^ über; die Modulargleichung 

für y^ = A (4-) lautet also: 

10) {x-\fy,*-Ux[\-y,)^0. 
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Die Modulargleichung für Xi — — ^j erhält man wohl am be- 
quemsten, wenn man in der eben abgeleiteten Gleichung die Sub- 
stitution 8 Tomimmt, wodurch x in — ^— , y^ in y^^xi — — ^j 
übergeht; man erhält so: 
11) y^^+\Qx[\-^x){\^y,)^0. 

§ 110. Berechnung des Periodenverhältnisses durch iterierte 

Transformation. 

Durch wiederholte Anwendung der quadratischen Transformation 
kann man zur Berechnung des Periodenverhältnisses zu einem ge- 
gebenen Werte von l gelangen. Man kann z. B. sukzessive: 

1) \ = A(2 t), ^2 = ;i(4 r), . . ., A^ = 7.(2»' t) 

berechnen, solange bis man in § 82, (16) die höheren Potenzen 
von Xy bei der verlangten (relativen) Genauigkeit gegenüber der 
ersten vernachlässigen kann; dann gibt diese Gleichung: 

2) mi = -r— log -r^ . 
' 2" ° 16 

Oder man berechnet sukzessive: 

3) . A_i == X 1^— I , A_2 = 7, f — j , . . ., A_y = ;. 1^— j ♦ 

solange bis man in der aus § 82, (16) durch Anwendung der linearen 
Substitution T hervorgehenden Gleichung die höheren Potenzen von 
1 — X^y vernachlässigen kann; dann erhält man: 

^v 2ni \ -. \ — X-y 

4) — = -7iZ-^0g 



Bei Anwendung dieser Formeln muß man beachten, welcher 
Wert der auftretenden mehrdeutigen Funktionen jedesmal zu nehmen 
ist. Ist der gegebene Wert von X reell und zwischen und 1 ge- 
legen und will man denjenigen von den zugehörigen Werten von r 
berechnen, der rein imaginär ist (vgl. § 93, II), so ist die Ent- 
scheidung einfach: für jede der Großen (1) und (3) ist derjenige Wert 
zu nehmen^ der ein reeller positiver echter Bruch ist (es gibt jedes- 
mal nur einen solchen), und die Logarithmen in (2) und (4) sind 
reell zu nehmen. 

Die erforderlichen Rechnungen nehmen eine elegante Gestalt 
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an, wenn man die Mödolargleichungen noch etwas umformt. Ans 
§ 109, (9) erhält man z. B.: 

(|-l)(y-l)=:4l/|l/^ 
oder: _ 

1 - 2yi >^ + iy = I + 2 viy^ +y 

und daraus durch eine abermalige Wurzelausziehung: 
oder: 

(In dieser Gleichung ist für < | < 1 der positive Wert der 
Wurzel zu nehmen, wenn man auch für y einen echten Bruch er- 
halten will.) 

Eine andere aus dieser leicht abzuleitende G-estalt der Modular- 
gleichung ist die folgende: 



6) vr^7 = T^ 



X 



1 + Vi -rc 

(in der in dem bezeichneten Falle den Wurzeln ihr Hauptwert 
(I B, § 63, ni) beizulegen ist, wenn man den Hauptwert der linken 
Seite und zugleich einen echt gebrochenen Wert für sie erhalten 
will). Setzt man allgemein: 

7) 1-A(2t) = |, = ^, 



SO kann man Gleichung (6) in die beiden folgenden spalten: 

8) ay + i = -^Y~^j by^i=]/ayby. 

Man hat also aus den beiden Größen a^ und Öq (von denen die eine 
ganz willkürlich angenommen werden kann, während die andere 
dann durch (7) bestimmt ist) das arithmetische und das geometrische 
Mittel zu bilden, dann mit diesen beiden Mittelwerten ebenso zu 
verfahren usw., bis schließlich der Unterschied der beiden Mittel 
unterhalb der verlangten Genauigkeitsgrenze fällt. 

Man kann durch elementare Schlüsse (vgL lA, § 51, II) be- 
stätigen, daß die durch (8) definierten Größen a^, by mit wachsen- 
dem Index V gegen eine gemeinsame Grenze: 

9) -^"(0^, b^) = limfly = lim^, 



'V 

00 V = 00 
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konvergieren; man nennt diese Grenze das arithmetisch-geometrische 
Mittel von a^ und b^. Mit ihrer Hilfe kann man auch die Perioden 
selbst (nicht bloß ihr Verhältnis) berechnen; doch wollen wir darauf 
nicht näher eingehen. 

Andererseits gewinnt man auch noch eine einfache Formel, 
wenn man je zwei Schritte der Reihe (1) von Transformationen in 
einen zusammenzieht. Man erhält nämlich aus 



und: 



zunächst: 



^ ^ 1+V1-X(2t) 



yX(47) = 1 -2T/l-A(r) + Vl "kJT) 
1 4- 2 l/l - l(t) + Vi - X(i) 

und daraus durch eine abermalige Wurzelausziehung: 

4 

10) yX(4^ = i-zJ p-zJ^ . 

l+]/l-;L(r) 

Man kann diese Formel mit Hilfe der Ausdrücke von A und 
1 — A durch die ThetanuUwerte (§56 und 63) leicht verifizieren. 



§ III. Die Modulfunktionen als Umkehrfunktionen der Quotienten 
von Integralen linearer Differentialgleichungen. 

Bevor wir die Theorie der Modulfunktionen verlassen, wollen 
wir noch eine Eigenschaft derselben kennen lernen, aus der allein 
ihre ganze Theorie entwickelt werden kann. Wir knüpfen zu diesem 
Zwecke etwa wieder an die Sätze von § 78 an, indem wir sie mit 
den ersten Entwicklungen von § 93 in Verbindung bringen. 

Fassen wir auf Grund von § 93 den dort definierten Wert des 
„normierten" 0?^ als Element (IB, § 66) einer analytischen Funktion 
von l auf, so zeigt § 78, daß die Gesamtheit der analytischen Fort- 
setzungen dieser Funktion nicht eine eindeutige Funktion von X bilden, 
sondern eine unendlich vielwertige, deren sämtliche Werte aus zweien 
von ihnen, co^ und cj^, in der Form: 

1) a?j' = orcoj + /9ö}g 
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erhalten werden können, in der cc eine beliebige ungerade, ß eine 
beliebige zu ihr teilerfremde gerade Zahl bezeichnen. Setzt man 
simultan (IB, § 70 am Ende) den Zweig oo^ dieser Funktion fort, 
so erhält man ebenso 



2) 



»3' = /«l + <^ö?8, 



WO y gerade, S ungerade, ccS -— ßy = 1. Daraus geht hervor, daß 
wir aus cöj, »3 und ihren Ableitungen eindeutige Funktionen von X 
kombinieren können; denn aus (1) und (2) folgt: 



3) 






— (0 



dcDi 
«"dl" 



mit anderen Worten: 
I. Die Funktion: 

4) 



Po=^ 



= «, 



d (Ü2 

~dl 



— G) 



3"äX 



2.9^ eine in der ganzen Ebene eindeutige analytische Funktion von A. 
Ebenso wird dasselbe bewiesen von den beiden Funktionen: 



5) 
und: 

6) 



/»! = 



'dU' 



«3- 



(0, 






(ö, 



Pi = 



dtOi d^ 0)3 c^ 0)3 0{^ 6)1 



dX dl^ 



dl dX* 



Von diesen eindeutigen Funktionen folgt aus § 93, daß sie für 
alle von 0, 1, 00 verschiedenen Werte von l sich regulär verhalten. 
Ihr Verhalten in der Umgebung von A = kann aus den Formeln 
von § 82 entnommen, ihr Verhalten in der Umgebung von Ä = 1 
und A = 00 daraus mit Hilfe der Formeln der linearen Trans- 
formation (§ 96) erschlossen werden. Man findet, daß diese Funk- 
tionen rationale Funktionen von X sind. Da andererseits die 
Determinante: 

d(o d* (o 



7) 



67 



(O, 



G?« 



dl 


dl^ 


dcji 


d^oi 


dl 


dX* 


d<a^ 


d*<»8 



dX 



dV 



Null wird, wenn man o? durch irgend eine lineare Kombination 
von a?j und «3 ersetzt, so erhält man durch Entwicklung dieser 
Determinante nach den Elementen ihrer ersten Zeile den Satz: 
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IL Die Perioden des elliptischen Integrals L Gattung genügen 
einer linearen homogenen Differentialgleichung, IL Ordnung: 

deren Koeffizienten rationale Funktionen von X sind. 

Man kann diese Differentialgleichung auf dem angegebenen 
Wege aufstellen, indem man diese rationalen Funktionen durch ihre 
Pole und Eesiduen bestimmt. Eine symmetrischere Gestalt derselben 
erhält man, wenn man statt des X direkt einen Verzweigungspunkt 
als unabhängige Variable nimmt, unter Konstanthaltung der anderen. 
Setzt man: 

SO erhält man, wie in § 59: 

ö w __ , r dx 

und daraus weiter: 






d 



Das ist ein Integral II. Gattung (vgl. § 57), das bei 2: = a von der 
dritten Ordnung unendlich wird. Von derselben Ordnung mit dem- 
selben Koeffizienten unendlich wird die algebraische Funktion der 
Fläche: 

2/ (a) J l (* - äfl* ^ (x - a)yf(x) l 

Die Differenz: 

ö^ _ ^ / X 1 r [3/(a) - 3/ W + (^ - a)/(^)]dx 

ö a« ^ ^ ^ 4/ (a) J (* - afl* Vx (x) 



^ -1 f [2 (X - a)/ (a) + 1 (X - a y/' W] dx 



x(a)J (x-afl^Vxix) 

wird bei z = a nur noch von der ersten Ordnung unendlich und 
zwar wie 

X(a) da 

Es ist also: 

o a* ;if (a) a ^ ^ ' 
BuKXHABDT, Funktionen. II. Zweite Aufl. 18 
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ein Integral I. Gattung und zwar^ wie die Bechnung zeigt, 

Daraus folgt zunächst: 
IIL Das Integral: 

z 

«0 

mit von a unabhängigen Chrenzen genügt ah Funktion von a der linearen 
Differentialgleichung ,ymit zweitem Glied'': 

^^) ö^ + ^ öT + * TW"" "^^ \" ''^^ «^' 

und wenn man als Integrationsweg einen Periodenweg nimmt: 

IV. Die Perioden dieses Integrals genügen der linearen Differential' 
gleichling yyohne zweites Glied": 

^^^ da* ^^/(a) da +^ /(a) "*" " ^• 

Setzt man insbesondere ;^ (z) =i z(l — z), so wird /{a) = 1 — 2a, 
;^"(a) = — 2, also die Gleichung: 

12) ^+a + _J_)4^_^fl L_1« = 0. 

^ da* ' \a a-\)da ^\a a-l) 

Umgekehrt ist durch eine solche Gleichung a, bzw. Ä als Funktion 
des Quotienten zweier geeignet gewählter linear unabhängigen Inte- 
grale dieser Gleichung definiert. 



ZWÖLFTES ABSCHNITT. 



Teilung und Transformation. 

§ 112. Mehrwertige unverzweigte Funictionen auf der elliptischen 

RiEMANN sehen Fläche. 

Wir kehren nun zu den elliptischen Funktionen zurück. In 
den früheren Abschnitten haben wir unser Augenmerk in erster 
Linie auf solche Funktionen gerichtet, welche auf der vorgelegten 
RiEMANN sehen Fläche einwei'tig waren; darüber hinaus wollen wir 



§ 112. Mehrwertige unverzweigte Funktionen. 275 

nunmehr auch Funktionen in Betracht ziehen, die io jedem Punkte 
der Fläche mehrere Werte besitzen. 

Natürlich wird eine auf unserer zweiblättrigen Fläche wi-wertige 
Funktion auch einfach als eine in der z-Ebene 2 wi-wertige Funktion 
aufgefaßt und auf einer über dieser Ebene (2 m) blättrig ausgebreiteten 
Fläche untersucht werden können. Das Umgekehrte wird aber nicht 
immer der Fall sein. Seien nämlich: 

die Werte, die eine auf unserer Fläche F »i- wertige Funktion in 
zwei übereinanderliegenden Punkten z und z der Fläche besitzt; 
sie werden im allgemeinen alle 2 m voneinander verschieden sein. 
Läßt man z einen geschlossenen Weg auf F beschreiben, so werden 
die ersten m Werte irgendwie unter sich permutiert, ebenso die 
letzten. Läßt man dagegen z einen Weg beschreiben, der nur in 
der z- Ebene geschlossen ist, auf F aber von z nach z führt, so wird 
die Gesamtheit der m ersten Werte mit der Gesamtheit der m letzten 
vertauscht Daraus folgt zunächst: 

I. Eine auf der z- Ebene 2 m-wertige Funktion a kann nur dann 
als auf der Fläche F m- wertige Funktion angesehen toerden, wenn es 
möglich ist, die 2 m Werte von a so in zwei Systeme zu je m zu verteilen, 
daß hei Umkreisung einer geraden Anzahl der Verzweigungspunkte 
von F die Werte jedes Systems nur unter sich permutiert, bei Um" 
kreisung einer ungeraden Anzahl die beiden Systeme miteinander ver- 
tauscht werden, 

II. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. 

Denn wenn sie erfüllt ist, kann man die m Werte des einen 
Systems dem einen, die m Werte des anderen Systems dem anderen 
von zwei übereinanderliegenden Punkten der Eiemank sehen Fläche 
zuweisen; und an dieser Zuteilung wird dann auch nichts geändert, 
wenn man die unabhängige Variable beliebige auf der Fläche ge- 
schlossene Wege beschreiben läßt. 

Will man für die Untersuchung einer solchen Funktion ein 
geometrisches Substrat haben, auf dem sie als eindeutige und stetige 
Funktion des Ortes ausgebreitet werden kann, so muß man sich die 
zweiblättrige RiEMANN sehe Fläche noch m-fach überdeckt vorstellen; 
ebenso wie man sich (vgl. IB, §§ 55, 67) die Ebene, bzw. die Kugel 
mehrfach überdeckt vorstellt, um auf diesen Flächen mehrwertige 
Funktionen zu untersuchen. Es ist nicht leicht, sich von einer 
solchen m- fachen Uberdeckung einer Eiemann sehen Fläche eine 
einigermaßen klare Vorstellung zu verschaffen, wenn man an der 

18* 
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mehrblättrig über der Ebene oder Kugel ausgebreiteten Gestalt 
einer solchen Fläche festhält. Dagegen hat es gar keine Schwierig- 
keit, sich eine solche Uberdeckung der Torusfläche vorzustellen, in 
die wir in § 2 die zweiblättrige Fläche mit vier Verzweigungs- 
punkten deformiert haben. Eine solche Torusfläche kann ebenso 
bequem wie die einfache Kugel mit einer Anzahl Blätter überdeckt 
werden, die in geeigneter Weise durch in Verzweigungspunkten 
endigende Übergangslinien miteinander in Verbindung stehen. 

Dabei tritt aber eine Möglichkeit auf, die auf der Kugel aus- 
geschlossen ist. Wollen wir die Kugel mehrfach überdecken und 
die verschiedenen Blätter der Uberdeckung in Übergangslinien mit- 
einander zusammenhängen lassen, so müssen diese Übergangslinien 
notwendig in Verzweigungspunkten endigen. Geschlossene Übergangs- 
linien sind auf der Kugel illusorisch. Denn jede geschlossene Linie 
auf der Kugel zerlegt sie in zwei ganz voneinander getrennte Teile; 

führen wir also durch beide Blätter einer doppelt 
überdeckten Kugel einen Schnitt L aus, der das 
eine Blatt in A und £, das andere in Ä' und £' 
zerlegt, und heften nun A an ß' und A' an £ 
(Fig. 46), so haben wir einfach zwei Kugeln {A + B') 
und {A' + B) vor uns, die längs L durcheinander 
durchgesteckt (miteinander verschlungen) sind. Wenn 
also nicht etwa noch an anderen Stellen Zusammen- 
hang zwischen beiden Blättern stattfindet, ist er durch die Über- 
gangslinie L auch nicht hergestellt; die beiden Kugeln {A + B) 
und [Ä' + B') haben nur die Stücke ß und B' miteinander aus- 
getauscht. Ein auf einer derartigen doppelten Uberdeckung stetig 
ausgebreiteter Wertevorrat würde nicht eine zweiwertige, sondern 
zwei getrennte einwertige Funktionen vorstellen; es würde nicht 
möglich sein, durch analytische Fortsetzung von der einen zu der 
anderen zu gelangen. 

Auf der Torusfläche ist das anders. Denn eine solche wird 
nicht durch jede geschlossene Linie in zwei getrennte Teile zerlegt; 
z. B. nicht durch einen Meridiankreis. Infolgedessen erhalten wir 
eine einzige zusammenhängende Fläche, wenn wir zwei ineinander- 
steckende, längs eines Meridiankreises aufgeschnittene Torusflächen 
längs dieses Schnittes kreuzweise aneinanderheften. Bezeichnen wir 
nämlich die beiden an den Schnitt anstoßenden Gebiete des einen 
Blattes bzw. mit A, B, die des anderen mit A\ B\ so ist es sowohl 
möglich, über die Übergangslinie hinüber von A nach Bf und von 
Ä nach B zu kommen, als auch, etwa längs eines Parallelkreises 
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der Fläche, von A nach A' und von B nach B. Ein auf einer 
solchen doppelt überdeckten ßingfläche stetig ausgebreiteter Werte- 
vorrat wird also eine auf der einfachen Ringfläche zweiwertige 
Funktion vorstellen, die relativ zu dieser nirgends verzweigt ist. 

In der Tat haben wir solche auf der Fläche zwar vieldeutige, 
aber unverzweigte Funktionen bereits in den Integralen I. und 
II. Gattung kennen gelernt. Überhaupt ist jede eindeutige Funktion 
von u eine auf der Fläche unverzweigte Funktion. 

Diese letztere Behauptung gestattet folgende ümkehrung: 

III. Jede auf unserer zweiblättrigen Fläche unverzweigte und von 
wesentlichen Singularitäten freie Funktion ist eine eindeutige Funk' 
tion von u. 

Es ist nämlich nach § 7, V die zu irgend einem Punkt der 
Fläche gehörende regularisierende Hilfsvariable stets eine reguläre 
Funktion von u. Ist also eine Funktion auf der Fläche gegeben, 
die in der Umgebung jedes Punktes, in dem sie überhaupt definiert 
ist, eine eindeutige Funktion von t ist, so wird sie als Funktion 
von u betrachtet in der Umgebung jedes Punktes w, für den sie 
definiert ist, sich entweder regulär verhalten oder einen Pol haben. 
Daraus wird geschlossen werden können, daß sie eine in ihrem 
ganzen Definitionsbereiche eindeutige Funktion von u ist, sofern 
dieser Bereich einfach zusammenhängend ist Das wird namentlich 
dann der Fall sein, wenn dieser Bereich die ganze w-Ebene über- 
deckt; dazu ist aber erforderlich, das der Definitionsbereich auf der 
Fläche die ganze Fläche überdeckt, da nach den Ergebnissen des 
VI. Abschnitts jedem Wert von u ein Punkt der Fläche entspricht. 



§ 113. Endlichvieldeutige unverzweigte Funictionen auf der ellip- 
tischen RiEMANNSchen Fläche; 
das allgemeine Transformationsproblem. 

Ist eine eindeutige Funktion von u, f{u), als Funktion von z 
betrachtet, auf unserer Fläche en/ZZ/cÄ vieldeutig, so daß zu ihrer 
Darstellung nur eine Uberdeckung der Fläche mit einer endlichen 
Blätterzahl erforderlich ist, so können die unendlich vielen Werte 
(bzw. Funktionselemente): 

f{u + 2 Äj coj), Äj « 0, ±1, ± 2, ... in inf. 

nicht alle voneinander verschieden sein. Es muß also notwendig 
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mindestens zwei ganze Zahlen k^, k^' von der Beschaffenheit geben, 
daß identisch, d. h. für alle Werte von m, die Gleichung besteht: 

1) /•(m + 2Äj«J = /-(« + 2Vö?i). 

Ersetzen wir in dieser Gleichung u durch u •— 2k^m^, und schreiben 
m^ für ^Y -^ h^9 so sagt sie aus: es gibt eine ganze Zahl m^ von 
der Beschaffenheit, daß identisch: 

2) f{u + 2m^cü,)^f[u) 

ist. Da wir ebenso eine Zahl m^ so bestimmen können, daß 
identisch: 

3) f[u + 2m^w^)^f{u) 

ist, so können wir den Satz aussprechen: 

I. Jede auf unserer zweiblättrigen Fläche endlich vieldeutige un- 
verzweigte und von wesentlichen Singularitäten freie Funktion ist eine 
elliptische Funktion des Integrals I. Gattung, für die aber nicht schon 
die Periodizitätsmoduln dieses Integrals, sondern erst gewisse Fielfache 
derselben Perioden sind,^ 

Die Bestimmung der Funktionen des Periodenparallelogramms 
(2 m^ cöj , 2 TWg (Ö3) aus den Funktionen des Periodenparallelogramms 
(2cöj, 2 (»3) kann in zwei Schritte zerlegt werden, indem man von 



(D^, (»3 zuerst zu: 


• 




4) 


ß?j = Wlj ö?^, 


(»3 = «3 


und dann erst zu: 






5) 


«1 = ö?i, 


ö>3 = ^Z ^3 



übergeht. Da wir vermöge der linearen Periodentransformation T 
die beiden Fundamentalperioden vertauschen können, sind die beiden 
durch (4) und (5) geforderten Schritte im wesentlichen von der- 
selben Natur und es gentigt, wenn wir uns mit einem von ihnen 
beschäftigen. 

II. Den Übergang van Funktionen des Periodenparallelogramms 
(2 ö?j , 2 CO3) zu solchen des Periodenparallelogramms [2 mro^, 2 co^) be- 
zeichnet man als Transformation m*"* Grades der elliptischen Funk' 
tionen (vgl. § 106), 

(In älteren Büchern wird dieses Problem als das inverse, seine 
Umkehrung als das direkte Transformationsproblem bezeichnet.) 

Ist m eine zusammengesetzte Zähl, = fiv, so sieht man, daß 



^ Za beachten ist übrigens, daß 2 m^ <Di und 2 m^ co^ nicht notwendig ein 
primitives Periodenpaar von f(u) zu sein brauchen. 
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man das Problem der Transformation m^° Grades dadurch erledigen 
kann, daß man erst eine Transformation fi^ dann eine v^^ Grades 
vornimmt. Wir dürfen uns daher auf die Betrachtung primzahliger 
Transformationsgrade beschränken. 

Sei also m eine Primzahl, f{u) irgend eine elliptische Funktion 
des Periodenparallelogramms (2 m o)^, 2 cj^). Vermehren ^ir das 
Argument u um irgendwelche Perioden des ursprünglichen Systems, 
so erhalten wir aus jedem Werte f{u) im ganzen m verschiedene 
Werte: 

6) /;(«) = /•(M + 2Ä«,); {Ä = 0, 1, 2, ..., »i- 1); 

bei Vermehrung von u um irgendwelche Perioden des ursprüng- 
lichen Systems werden diese m Werte nur unter sich vertauscht. 
Ihre symmetrischen Funktionen bleiben also dabei ganz ungeändert; 
daraus folgt: 

III. Jede elliptische Funktion mit den Perioden (2mo)^, ^^0 
genügt einer algebraischen Gleichung m'*" Grades , deren Koeffizienten 
elliptische Funktionen mit den Perioden (2(d^, ^^s) sin>d. 

Wir können aber von dieser algebraischen Gleichung noch mehr 
aussagen. Denn durch Vermehrung von u um Perioden können 
wir nicht jede beliebige Vertauschung der m Funktionswerte (6) er- 
reichen, sondern nur ganz bestimmte. Gehen wir z. B. von der 
Anordnung: 

/O? t\^ 12' ' ' •' fm—S9 /m— 2> /m— 1 

aus, SO erhalten wir aus ihr durch wiederholte Vermehrung des 
Arguments um 2«^ nur die folgenden tw — 1 weiteren Anordnungen: 

/ 1 > #2' 139 ' ' '' /«-2> /m— 1* /o 



7) 



/w— 2> /m—lf fQ9 • • •> /in— 5? /in— 4> /m—S 



und hierauf wieder die ursprüngliche. Man kann diese Umsetzungen 
sehr einfach durch Kongruenzen zwischen den Indizes charakteri- 
sieren; für die ä*® von ihnen ist: 

8) k' = k + h (mod. m). 

Man pflegt das in der in der Algebra üblichen Terminologie (vgl. 
§ 104, VI) so auszudrücken: 

IV. Die Monodromiegruppe des Transformationsproblems in bezug 
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auf die elliptischen Funktionen des ursprünglichen Periodenparallelogramms 
ist die durch die Kongruenzen (8) charakterisierte zyklische Gruppe. 

Daraus geht hervor, daß die algebraische Gleichung, deren 
Existenz unter (III) behauptet wurde, von sehr spezieller Natur ist: 
nicht allein ihre Koeffizienten, also die symmetrischen Funktionen 
der Wurzeln sind bekannt, sondern auch noch gewisse unsymmetrische 
Funktionen derselben. Jede rationale Funktion der f^ nämlich, die 
unverändert bleibt, wenn man auf die f^ eine der Vertauschungen (7) 
ausübt, bleibt ungeändert, wenn man u um eine der ursprünglichen 
Perioden vermehrt, ist also eine elliptische Funktion des gegebenen 
Parallelogramms. Eine solche Funktion können wir uns auf fol- 
gende Weise verschaffen: 

Wir bilden zunächst, indem wir: 

9) ^ 

setzen, die fjLAQRANGEsche Eesolventenfunktion^*: 

10) /; =^ + ^/i + €*/;+ ...+«"■- v—1- 

Für sie ergibt sich: 

I ji(« + 2«,) = /; + 6/; + 6Y8 + ... + ß"-Yo 

(und natürlich F^[u + 2 m^ = F^ (m)). Diese Funktion ist also eine 
elliptische Funktion II. Art, und ihre m^ Potenz ist eine elliptische 
Funktion I. Art Ebenso wird gezeigt, daß die m^^ Potenzen der 
m — 2 Funktionen 

12) ^i = ^ + €Yl + ß'Y2+..• + «^"-'^Ym-l, Ä=2,3,...,m-1 

elliptische Funktionen I. Art sind, sowie auch die Funktion 

13) ^o=^+/;+/'2 + •••+^-l• 

Diese Funktionen F^ und Fq kann man durch die Funktionen 
pu und pu des ursprünglichen Periodenparallelogramms rational 
ausdrücken, sowie man die Pole der Funktion f[u) und die zu- 
gehörigen Entwicklungskoeffizienten kennt. Die Bestimmung der 
Funktionen F^ selbst scheint dann auf den ersten Blick noch die 
Ausziehung von (m — 1) »w**° Wurzeln zu erfordern; man überzeugt 
sich jedoch folgendermaßen, daß die Ausziehung einer einzigen 
solchen Wurzel genügt: Ebenso wie die Funktion F^ der Glei- 
chung (11) genügt, genügt F^ der Gleichung: 

14) ^,(« + 2«i) = 6-»i?,(«). 

Daraus folgt, daß 

F^[u)F^-^{u) 
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eine elliptische Funktion I. Art ist, die wir wieder aus ihren Polen 
und Entwicklungskoeffizienten bestimmen können. Also bedarf es, 
sobald F^ bekannt ist, keiner weiteren Wurzelausziehung mehr, um 
sämtliche Fj^ zu bestimmen. Sind sie gefunden, so bedarf es zur 
Bestimmung der /j^ nur noch der Auflösung der linearen Glei- 
chungen (11), (12) und (13), die vermöge elementarer Eigenschaften 
der Einheitswurzeln durch die Formel geschieht: 

15) /i = -^{F, + 6-*/i + e-2*i^i + . . . + a-c-D^i?«.!). 

Wir können also sagen: 

V. Das Trans formationspr ob lern läßt sich durch Äusziehung einer 
Yfiten i^arzel lösen. 

Man beachte aber wohl, in welchem Sinne dieser Satz allein 
bewiesen und überhaupt richtig ist. Wir haben im Laufe der 
Untersuchung ohne weiteres alle rationalen Funktionen des ursprüng- 
lichen Periodenparallelogramms als „rational bekannt" angesehen. 
Das sind sie auch, da man sie nach § 24, III rational durch die 
Funktionen p u und p' u dieses Parallelogramms ausdrücken kann — 
aber nur insofern man sich über die Natur der Koeffizienten dieser 
Ausdrücke keine Sorgen macht. Fragt man aber nach diesen, so 
muß man vor allem angeben, welcherlei elliptische Funktionen man 
transformieren will. Wir wollen hier zunächst von der Transfor- 
mation der Funktionen erster Stufe (§ 103) reden; für diese gilt: die 
Koeffizienten in den Ausdrücken von F^ und F^ durch p u und p' u 
sind Funktionen der Perioden, die nicht bei beliebigen linearen Trans- 
formationen derselben ungeändert bleiben, sondern nur bei solchen, 
bei welchen a^l, y^O (mod. n) ist, also Modulfunktionen, die zu 
einer Untergruppe der Modulgruppe vom Index n^—l gehören, die 
ihrerseits Untergruppe der in § 106 definierten ist. Wir müssen 
also Satz V durch den Zusatz ergänzen: 

VI. Satz V gilt für die Transformation der Funktionen erster Stufe 
in dem Sinne y daß dabei nicht nur die transformierten Moduln als be- 
kannt angesehen werden müssen, von denen wir in § 106 bereits erwähnt 
haben, daß sie sich nicht durch Wurzelziehen bestimmen lassen, sondern 
auch noch höhere Modulfunktionen, 

§ 114. Das allgemeine Teilungsproblem. 

Nahe zusammen mit dem allgenieinen Transformationsproblem 
hängt das in § 104 schon formulierte allgemeine Teilungsproblem, 
d. h. die Aufgabe: 
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I. Gegeben sind die Werte der elliptischen Funktionen eines he- 
stimmten Feriodenparallelogramms für das Argument u; gesucht die 
Werte der Funktionen desselben Farallelogramms für das Argument ujn. 

Sei /"(« I coj, (Ö3) die vorgelegte Funktion. Unbeschadet der 
Allgemeinheit dürfen wir voraussetzen, sie sei eine homogene Funktion 
der drei Variabein, w, (Wj, (»3, d. h. es gebe einen Exponenten Ä.von 
der Beschaflfenheit, daß für jedes Wertesystem dieser drei Variabein 
und für jeden Faktor «: 

/"(n u \ nto^y n co^ = n^ f[u \ cüj , (Ö3) 

ist. Denn jede beliebige elliptische Funktion kann aus Funktionen 
dieser Eigenschaft, nämlich aus p u und p Uy zusammengesetzt werden 
(§17, IV; § 24, III). Dann ist aber die Aufgabe der Bestimmung 

von f{— «j , CÖ3 ] identisch mit der der Bestimmung von f{u | w cö^, w Wg), 

also ein spezieller Fall der in § 113, I besprochenen allgemeinen 
Aufgabe (für w^ = mg = n). Ihre Lösung kann daher ganz wie es 
dort geschehen ist, in zwei Schritte zerlegt werden, indem man von 
f[u I (üj, CÖ3) zunächst zu f[u | wm^, (Ö3) und dann von diesem zu 
f[u I w«i, n(o^ übergeht. Wir sprechen diesen Satz noch einmal 
in ausdrücklicher Formulierung so. aus: 

II. Die Lösung des allgemeinen n- Teilungsproblems geschieht da- 
durch, daß man nacheinander zwei Transformationen n'*" Grades aus- 
führt; sie erfordert also die Ausziehung zweier w'*** Wurzeln. 

Auch bei diesem Satze, wie bei § 113, V, sind die Modulfunk- 
tionen n^ Stufe als schon bekannt anzusehen. 

§ 115. Die quadratische Transformation von p u. 

Die allgemeinen Ansätze der beiden vorhergehenden Paragraphen 
mögen für den einfachsten J^all n = 2 noch im einzelnen durch- 
geführt werden. 

Was zunächst die Transformation zweiten Grades betrifft, so 
haben wir zufolge § 113, (10), (13), wenn wir abkürzend pw für 
p{u I 2cöj, «3) schreiben, die beiden Funktionen zu betrachten: 

pu + p{;jit + 2 (y^). 

(pu—p{u + 2co^)y. 

Die erste ist, als Funktion des ursprünglichen Periodenparallelo- 
gramms, eine Funktion zweiter Ordnung, die bei m = unendlich 
wird, wie 
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also gleich: 

1) pu+p{2o}{)] 

die zweite ist eine Funktion vierter Ordnung, die bei m = un- 
endlich wird, wie: 

also gleich: 

2) .\p''u - 2p{2co,)pu+p\2a^,) - -|- 

(vgl. § 24, 1). Man erhält also: 



3) 2pu^pu+p{2cj^) ± '^\fu - 2p^^^pu +^^2ö>,) - 



60 



Man sieht, übereinstimmend mit Satz VI von § 113, daß in 
diesen Formeln die transformierte Modulfunktion p (2 w^ = \ auftritt. 

Man kann die Beziehung zwischen je? z/ und^t^ auch auf anderem 
Wege erhalten, indem man umgekehrt jo m als Funktion des Perioden- 
parallelogramms (4(öj, 2tü^ betrachtet. Als solche wird sie un- 
endlich groß in den beiden für dieses Parallelogramm inkongruenten 
Punkten und 2 o?^ , ist also 

4) = ^ M + p (m + 2 öjj) — j5 (2 (öj). 

Ersetzt man den zweiten Summanden durch seinen Wert aus § 23, (6), 
so erhält man nach einiger Umrechnung: 

5) pu^pn-\- (^"i-^«)(^"i-^8) . 

Man kann übrigens auch Gleichung (4) (einfacher noch die aus 
ihr durch Differentiation nach u sich ergebende Gleichung für p u) 
direkt aus der definierenden Partialbruch entwicklung (§ 17, (3) 
oder (4)) gewinnen, indem man in ihr die Glieder mit geradem und 
die mit ungeradem A^ je für sich zusammenfaßt. 

Zu den Funktionen des Periodenparallelogramms (4ö)j, 2 03^ 
gehört nach § 33, II auch der Sigmaquotient 

(Tg (^ I (Oj , (O^) . 

er muß sich daher rational durch p u und p u ausdrücken lassen, 
und zwar, da er eine ungerade Funktion ist, als Produkt aus p u 
in eine rationale Funktion von pu. Man erhält diesen Ausdruck 
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durch Vergleichung der Formeln dieses Paragraphen mit § 30, (5), 
oder durch Vergleichung der Pole und Residuen. Man findet: 



6) 



^ = ^{«) - ^(« + 2 CO,) + C{2 «0 



(TU 

p'u 



= -i^ 



pu — e^ 

(nach § 23, (4)). 

§ 116. Algebraische Formulierung des allgemeinen 

Transformationsproblems. 

Die Entwicklungen der vorhergehenden Paragraphen zeigen: 
wenn x = p{u \ oj^, o)^\ t/ = p{u \ noo^, co^) gesetzt wird, so sind ^ 

und yz rationale Funktionen von y und )/Z Man kann diesen 
Satz auch anders wenden, indem man an die Integrale anknüpft; 
er sagt dann aus: wenn ein elliptisches Integral L Gattung: 

dx 



i 



yx 

vorgelegt istj so ist es in mannigfaltiger Weise möglich, x und yX so 
als rationale Funktionen einer neuen Variabein y und der Quadrat- 
lourzel aus einer ganzen Funktion dritten oder vierten Grades Y von y 
auszudrücken y daß 

^ J yic J yy 

wird. Man kann dieses Problem auch algebraisch angreifen; wir 
wollen uns aber dabei auf den Fall beschränken, daß x eine rationale 

Funktion von y allein, ohne /F, werden soll.* 

Sei X = -y-, unter U, V .teilerfremde ganze Funktionen 
yjten Grades von y verstanden. Dann geht das Integral: 

dx 



2) «=/: 



y {x- «o) (^ - «i) (« - «2) (^ - «s) 

über in: 

VdV ^ UdV 



^' / 



y{U-aoV)(U-a,V){U^a,V)(U-a,V)' 



^ Ohne Beweis sei erwähnt, daß der allgemeine Fall auf diesen speziellen 
durch Anwendung der Additionstheoreme zurückgeführt werden kann. 
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und dieses Integral ist dann, und nur dann ein elliptisches, wenn 
von den 4n linearen Faktoren, in die die ganze Funktion (4 w)*®° Grades 
unter dem Wurzelzeichen zerlegt werden kann, nur vier unter ihm 
stehen bleiben, während die 4w — 4 übrigen paarweise einander 
gleich sind, so daß eine Funktion (2n — 2)*®*^ Grades vor das Zeichen 
gesetzt werden kann. Nun können zwei der Funktionen U — Uj^V 
keinen Faktor gemein haben; denn da die aj^ alle voneinander ver- 
schieden sind, wäre ein solcher Faktor auch in U und V enthalten, 
gegen die Voraussetzung, daß ü und V teilerfremd sein sollten. 
Also ist das transformierte Integral dann, und nur dann ein ellip' 
tisches, wenn die vier Funktionen ü — a^V zusammengenommen gerade 
2n — 2 Doppel faktoren haben. 

Dann ist es aber auch stets ein Integral erster Gattung. Denn 
jeder Doppelfaktor einer der Funktionen V — a^\ ist zugleich ein- 
facher Faktor von -^ a«.^— , also auch Faktor der Funktional- 

dy '' dy ^ 

determinante: 

4) r^^u^^r^^^^^^^^[V^cc,r)^ 

' dy dy dy ^ *^ ' dy 

und hebt sich folglich aus Zähler und Nenner von (3) heraus. Die Funk- 
tionaldeterminante scheint nach ihrer Definition vom Grade 2w— 1 
zu sein; in der Tat ist sie nur vom Grade 2n — 2, da die Glieder 
{2n—l)^^ Ordnung sich wegheben. Daraus folgt, daß die Funktional- 
determinante unter den gemachten Voraussetzuogen jedenfalls dann, 
wenn ihre 2n — 2 Faktoren alle verschieden sind, gerade aus dem 
Produkt jener 2n — 2 Faktoren besteht, die in dem Produkt der 
U — a^V doppelt auftreten, daß sie sich also aus Zähler und Nenner 
von (3) vollständig weghebt. Es bleibt also im Zähler nur dy, im 
Nenner die Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion dritten oder 
vierten Grades von y stehen ; das transformierte Integral ist also ein 
elliptisches Integral erster Gattung von y, w. z. b. w. 

Die Gleichung zwischen x und y ist natürlich nur insofern be- 
stimmt, als man sowohl auf x, wie auf y noch eine lineare Trans- 
formation (§ 62) anwenden kann. Man kann versuchen, sie durch 
geeignete Wahl dieser Transformationen möglichst zu vereinfachen; 
wir wollen das an den einfachsten Beispielen durchführen. 

Im Falle n = 2 müssen zwei von den Faktoren U — cCj^F voll- 
ständige Quadrate linearer Funktionen von y werden; wir können 
auf y eine lineare Transformation ausüben, so daß der Nullpunkt 
einer dieser Funktionen nach 0, der der anderen nach oo fällt. 
Ferner können wir durch eine lineare Transformation von x erreichen, 
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daß von den zagehörigen Verzweigangspankten der Fläche über der 
or-Ebene auch der eine nach 0, der andere nach co fällt Dann 
hat die Gleichung zwischen x und y einfach die Form: 

5) ar = y* 

und man erhält so den Satz: 

Jedes elliptische Integral der Form: 

6) u^f-—=J^= 

wird durch die quadratische Transformation (5) übergeführt in ein 
ebensolches Integral der Form: 

7) u^2f—=J^=. 

J VTy« - a.) (y* - «3) 

Man kann also die quadratischen Transformationen, die ein vor- 
gelegtes elliptisches Integral zuläßt, sofort angeben, sowie man seine 
Verzioeigungspunkte kennt: die Aufsuchung der möglichen quadratischen 
Transfoi^mationen und die Auflösung der Gleichung f(x) = sind 
äquivalente algebraische Probleme, 

Hat insbesondere das vorgelegte Integral (6) die erste Normal- 
form (§ 63), so erscheint das transformierte Integral (7) in der 
dritten (§ 65). Man kann also ein elliptisches Integral dadurch auf 
die LEGENDEEsche Normalform bringen, daß man es erst durch eine 
lineare Transformation in die erste Normalform überführt und dann 
eine quadratische Transformation anwendet Von dieser Methode 
wird in älteren Schriften vielfach Gebrauch gemacht 

Hieraus erklärt es sich auch, weshalb bei unserer Entwicklung 
die Funktionen Jacobis, die ursprünglich als Umkehrungsfunktionen 
von Integralen der LEGENDEEschen Normalform definiert waren, als 
Funktionen zweiter Stufe auftraten : setzt man z. B. 

8) x=pu-e„ y = -^, 

SO besteht zwischen x und y die Gleichung (5) und man erhält 
einerseits aus § 18, (9): 

9) n = r-^_=j£==__ , 

J y 4 a;(a; - (e, - e;)){x - (Cg - e^)) 

andererseits aus § 34, (8): 

10) « = r , 1^ - , 

• • 

in Übereinstimmung mit den Formeln (6) und (7). 
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Übrigens ist durch diese Überlegungen auch eine im XL Ab- 
schnitt noch beiseite gelassene Frage beantwortet, nämlich die nach 
der Abhängigkeit des in der LEGENDREschen Normalform auftretenden 
Koeffizienten fi^ vom Perioden Verhältnis r. Man sieht: 

Wird ein elliptisches Integral durch eine lineare Transformation 
in die LEGENDBEsche Normalform übergeführt, so erhält die auf- 
tretende Konstante ju* einen der 6 verschiedenen Werte von >1(2t). 

Wir wollen uns noch direkt davon überzeugen, in welcher Weise 
die Perioden der Integrale (6) und (7) miteinander zusammenhängen. 
Wir sehen: 

Dem Periodenweg Ä des Integrals (6), der von — oo auf der 
einen Seite der Halbachse der negativ reellen Zahlen nach 0, um 
herum und auf der anderen Seite jener Halbachse nach — oo zurück- 
führt, entspricht in der y-Ebene ein Weg längs der Achse der rein 
imaginären Zahlen von oo über nach — oo. Dieser Weg kann auf 

eine Umkreisung von ]fcc^ und ]/^, oder von — ]/ä^ und — j^ 
zusammengezogen werden, ist also auch für das Integral (7) ein 
Periodenweg. 

Dem Wege £, der die Punkte und a^ umgibt, entspricht 
auf der y-Fläche ein Weg, der vom Nullpunkt des einen Blattes 

um yä^ (oder um — ^a^) herum nach dem Nullpunkt des anderen 
Blattes zurückführt, also ungeschlossen ist. Durchlaufen wir dann 
den Weg £ in der a:- Ebene noch einmal, so werden wir auf der 

y-Fläche um den Punkt — "j/^ (bzw. + "[/«g) herum nach dem 

Nullpunkt des ersten Blattes zurückgeführt. Es ist also nicht 2 «j, 

sondern erst 4(»j eine Periode des Integrals (7). Es folgt daraus: 

Wenn x durch die Gleichung (6) als elliptische Funktion von u 

mit den Perioden 2 (o^ und 2 cog definiert ist, wird y = ]/^ durch die 
Gleichung (7) als elliptische Funktion von u mit den Perioden 4(o^ 
und 2ö>g, also durch die Gleichung: 



«•=■/ 



dy 



y(!/'-«2)(2/^~a3) 



als elliptische Funktion von u mit den Perioden 2 co^ und w^ definiert. 
Im Falle n = 3 müssen alle vier Faktoren U ^ a^F je einen 
Doppelfaktor haben. Sind aber U, V Formen dritten Grades, so 
gibt es überhaupt im allgemeinen nur vier Formen t/ — a F, die 
einen Doppelfaktor haben; denn die Diskriminante einer Form 
dritten Grades ist vom vierten Grade in den Koeffizienten. Es folgt 
daraus, daß jede beliebige rationale Substitutionsfunktion dritten 
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Grades y =i UjV geeignet ist, ein und nur ein elliptisches Integral 
erster Gattung in ein ebensolches zu transformieren. Die Frage 
dagegen: welches sind die möglichen Transformationen dritten 
Grades, die ein vorgelegtes elliptisches Integral erlaubt, führt auf 
das algebraische Problem: alle Büschel von kubischen Formen zu 
finden, deren Diskriminante als Funktion des Büschelparameters 
vorgegebene Nullpunkte hat. 

§ 117. Transformation von Funktionen höherer Stufe. 

Wenn es sich darum handelt, den Wert zu bestimmen, den 
eine elliptische Funktion höherer Stufe (§ 103 a. E.) — sie heiße 
(f[u) — für die transformierten Perioden annimmt, so kann man 
so verfahren, daß man zuerst nach Anleitung von § 113 die 
Funktionen pu und p u bestimmt und dann noch die Gleichung 
auflöst, die cp (m) mit diesen Funktionen verbindet. Man kann aber 
auch den ursprünglichen Wert der Funktion cp{u) als gegeben be- 
trachten; dann können Reduktionen ganz derselben Art eintreten, 
wie wir sie bei dem Problem der Transformation der Modulfunk- 
tionen höherer Stufe in § 105 als möglich erkannt haben. Ein 
genaueres Eingehen würde wie dort zahlreiche Fallunterscheidungen 
erfordern. 

Was speziell die Transformation der Funktionen ziceiter Stufe 
und der zu ihnen in enger Beziehung stehenden Thetafunktionen 
betrifft, so hat man zu deren Behandlung auch noch verschiedene 
andere Mittel. Man kann z. B. in den unendlichen Produkten für 
die Sigma-, bzw. die Thetafunktionen (§§ 21 und 31) immer alle 
diejenigen Terme für sich zusammenfassen, deren Index modulo 
der Transformationszahl zu einem bestimmten Rest kongruent ist; 
man kann ferner ein analoges Verfahren auf die ThetamÄ^n an- 
wenden ; man kann endlich die fertigen Formeln mit Hilfe der Sätze 
des V. Abschnitts verifizieren. 

§ 118. Realitätsverhältnisse bei quadratischer Transformation. 

Wir wollen noch, als Ergänzung zu den Entwicklungen des 
X. Abschnitts, zusehen, wie sich bei quadratischer Transformation 
die Eealitätsverhältnisse gestalten. 

Dabei können wir an die einfachste Form anknüpfen, in der 
uns diese Transformation begegnet ist, nämlich an die Formeln (5) 
bis (7) von § 116. Sie zeigen: Wenn das Doppel Verhältnis X der 
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Verzweigungspunkte der vorgelegten Fläche (über der ^r-Ebene) reell 
und positiv ist, wird auch das der Verzweigungspunkte über der 
y-Ebene reell; ist aber X negativ, so erhalten wir in der y- Ebene 
zwei reelle und zwei konjugiert imaginäre Verzweigungspunkte. 
Umgekehrt können wir also ein Integral mit zwei reellen und zwei 
konjugierten Verzweigungspunkten in ein solches mit vier reellen Ver- 
Zweigungspunkten transformieren, indem wir es zuerst auf die 
LEGENDSJ!sche Normalform bringen und dann von dieser durch die 
quadratische Transformation: 

zur ersten Normalform übergehen. In der Tat: ist das aus 2q7^ 
und 2 0)3 gebildete Periodenparallelogramm ein Bhombus (§ 88, 1), 
so ist das aus 2q>2 and 2a)2 gebildete ein Rechteck; der Übergang 
von ö)j und co^ zu: 

^2 « - ö)i - a>3 

ist aber eine quadratische Transformation. Man erhält ihn durch 
die drei sukzessiven Schritte: 

coj' = (üj + Qjg, ö)g' z= (O3 (lineare Transformation]; 

öj = coj', Ö3 = 2 CÖ3' (quadr. Transformation) ; 

(o^ ÄS — ö5j , CO3' = ö?j — ^3 (lineare Transformation). 



§ 119. Komplexe Multiplikation. 

Die Formehl § 89 (7) und § 90 (4) legen die Frage nahe: 
unter welchen Umständen kann, wenn tp {u) eine elliptische Funktion 
mit den Perioden (2 Wj, 2 CÖ3) ist, gp [fi u) für einen nicht ganzzahligen 
Wert von fi eine elliptische Funktion mit denselben Perioden sein? 

Vermehren wir u um 2m^, so vermehrt sich 11 u um 2ii(x)^, 
Schreiben wir dann für jwm wieder m, so erhalten wir die Gleichung: 

1) (f[u + 2ijL(o^) = (p{u), 

mit anderen Worten, 2jtiö)j muß eine Periode von (p{u) sein. Nehmen 
wir an, 2(o^, 2(o^ seien ein primitives Periodenpaar von ^(m) (was 
wir doch unbeschadet der Allgemeinheit dürfen), so folgt aus 
der Gleichung (1) und der entsprechenden Gleichung für 0)3 die 

BxJBKHABDTy Funktionen. IL Zweite Aufl. 19 
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Existenz Yon vier ganzen Zahlen cc, ßj y, S von der Be- 
echaffenheit, daß: 



ist, oder: 

. { 



fA=r^a + ßr, 
fir SS y -y St. 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich, wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 

4) aS — ßy ^ n, 

durch Elimination von r für fi die Gleichung zweiten Grades mit 
ganzzahligen Koeffizienten: 

5) fi^ — {00 + S)fji + n = '0 

und durch Elimination von fi die Gleichung derselben Art für r: 

6) ßr^ + [cc-^S)r'-y = 0. 

Der Fall, daß diese Gleichung identisch, d. h. für alle Werte 
von T besteht, daß also ß = y ^ 0, cc = S ist, bedingt fi ss cc = S, 
fuhrt also auf die in § 27 bereits behandelte ganzzahlige Multi- 
plikation zurück. Man drückt das so aus: 

I. Multiplikation mit einer anderen als einer ganzen Zahl kann 
nur stattfinden, wenn da^ Periodenverhältnis Wurzel einer algebraischen 
Gleichung zweiten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten ist. 

Wir nennen ein solches Periodenverhältnis ein singuläres, indem 
wir den Satz als bekannt voraussetzen, daß nicht jede Zahl Wurzel 
einer solchen Gleichung ist.^ 

Die Wurzeln dieser Gleichung müssen nach § 11, IV komplex 
sein; es muß also: 

und um so mehr n positiv sein. 

Ist umgekehrt r Wurzel einer quadratischen Gleichung mit 
ganzzahligen Koeffizienten, die nicht alle einen gemeinsamen Teiler 
haben: 

8) Är^ + £t + C=0, 



^ Übrigens sei ohne Beweis bemerkt, daß die singulären Werte in der 
T-£bene überall dicht liegen. 
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und ist: 

9) J = 4J(7-52 

positiv, 80 wird die allgemeinste Gleichung der Form (6), der r ge- 
nügt, erhalten, indem man mit x eine ganze Zahl bezeichnet und: 

10) /? = ^^? y=-Car, a-5 = j5z 

setzt. Setzt man noch: 

11) a + J = y, 
so wird: 

12) n=^\(t/^ + Jx% 



13) 



_ - B + tYj _ 20 



14) fi=^cc + ßT = \{y + ixYI). 

Was den wirklichen Ausdruck von q){fiu) durch die elliptischen 
Funktionen von u betrifft, so ist zu beachten: Aus den Glei« 
chungen (2) folgt, daß die sämtlichen Punkte 

15) /AM + 2jUÄjO}j + 2 ^k^G)^, 

die aus einem System kongruenter Punkte 

c 

M + 2 Äj COj + 2 Äg Ö?g 

durch Multiplikation mit (i hervorgehen, selbst untereinander kon- 
gruent sind. Umgekehrt aber erhält man auf diesem Wege nicht 
alle zu flu kongruenten Punkte, sondern nur solche Punkte 

/AM + 2Äi'ö>i + 2Ä3'(03, 

für die es möglich ist, die Gleichungen: 



16) 



I 



*/ = ÖJ Äj + / Äg 



in ganzen Zahlen aufzulösen; und das ist nur dann für alle ganz- 
zahligen Werte von ä^' und Ag' der Fall, wenn die bei dieser Auf- 
lösung als Nenner auftretende Determinante n gleich 1 ist (vgl. 
§67, (3)). Wenn also n nicht gleich 1 ist, zerfallen die zu fiu 
kongruenten Punkte in mehrere, sagen wir v, Klassen, deren jede 
aus einer Klasse untereinander kongruenter Punkte u hervorgeht; 
und es ist dann (fifiu) eine elliptische Funktion der Ordnung k.v, 
wenn (p{u) eine Funktion der Ordnung k ist. Insbesondere kann 

19* 
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es nur für n =^ 1 elliptische Funktionen (p (u) geben, für die eine 
Gleichung der Form: 

17) 9p(fitt) « c9?(m) 

besteht. 

GleichuDg (12) zeigt, daß aus n == 1 folgt: entweder x ^Q, 
y » 2, was die identische Transformation ergibt; 

oder :r=±l, y=±l, J = 3, ^ = Al|iV8.; 

oder ar = ± 2, y = 0, J == 1 , jti = ± i. 

n. Die beiden in den §§ 89 und 90 behandelten speziellen FäUe 
elliptischer Funktionen sind also in der Tat die einzigen, bei denen 
Gleichungen der Form: 

(p{fiu) ^ cq){u) 
für nicht reelle Werte von fi bestehen. 



DEEIZEHNTEE ABSCHNITT. 



Numerische Berechnung elliptischer Integrale 

und Funktionen. 

§ 120. Berechnung des Wertes eines elliptischen Integrals I. Gattung. 

Nachdem wir nun in den Besitz aller erforderlichen Hilfsmittel 
der Theorie gelangt sind, können wir uns der Frage zuwenden, 
in welcher Weise schließlich numerische Rechnungen zu führen 
sind, in denen elliptische Funktionen auftreten. Es handelt sich 
dabei namentlich um zwei Aufgaben: einmal um die Berechnung 
des Wertes eines elliptischen Integrals, dessen Koeffizienten und 
Grenzen numerisch gegeben sind, dann um die numerische Lösung 
des Umkehrproblems. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der ersteren Au%abe; sie 
wird mit Hilfe von Reihenentwicklungen zu erledigen sein. Dabei 
tritt uns die Schwierigkeit entgegen, daß die zunächstliegenden 
Reihenentwicklungen nicht in der ganzen Ebene und auch innerhalb 
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ihres Konvergenzkreises nicht genügend schnell konvergieren. Man 
kann jedoch dieser Schwierigkeiten auf Grand der Sätze des 
XII. Abschnitts Herr werden: die Qleichang (7) von § 116 zeigt, daß 
man ein elliptisches Integral I. Gattung in ein anderes überführen 
kann durch eine Substitution, bei der die ganze or-Ebene auf eine 
Halbebene der y-Ebene abgebildet wird (IBj § 17, 2). Indem man 
dann noch eine lineare Substitution vornimmt, die diese Halbebene 
auf das Innere eines Kreises abbildet, kann man erreichen, daß alle 
vorzunehmenden Entwicklungen in diesem £j*eisinnem vor sich 
gehen und dort so gut konvergieren, als es für die wirkliche Be* 
nutzung zu numerischen Bechnungen erforderlich ist. Nur wenn 
der ursprüngliche Integrationsweg in der or-Ebene den behufs der 
Abbildung in dieser Ebene zu ziehenden Einschnitt (Übergangslinie, 
IB, §69) überschreitet, muß das Integral erst in Teile zerlegt und 
jeder dieser Teile für sich behandelt werden. 

Für die Ausführung bringt man das Integral am besten zu- 
nächst auf die RiEMANNsche Normalform; doch so, daß dabei nicht 
die früher mit X bezeichnete Größe, sondern 1 — X als Eoefi&zient 
auftritt. Man erhält die erforderlichen Formeln, indem man in den- 
jenigen von § 63 a^ mit a^ vertauscht; also: 

1) u^( ^ '^ 

J l/ao'f(l-ö(l-(l-«0 

mit: 

2) üq' « ÜQ («2 - cCq) {cci - fifj). 

Dabei dürfen wir annehmen, es sei | 1 — A | ^ 1; wir werden uns 
später zu überlegen haben, wie wir in jedem der verschiedenen zu 
unterscheidenden Fälle die Verzweigungspunkte zu numerieren haben, 
damit das erreicht wird. 

Zweitens nehmen wir dann die Substitution vor: 

3) ^ = y», 

sie führt das Integral (1) über in: 

4) 2 r ^ ^y 

Legen wir den erwähnten Einschnitt längs der Halbachse der negativ 
reellen ^, so entspricht ihm die Achse der rein imaginären y. Diese 
soll nun durch eine dritte Substitution auf einen Kreis abgebildet 
werden, und zwar so, daß den Punkten y, deren reeller Bestandteil 
positiv ist, Punkte des Kreisinnern entsprechen; dabei können wir 
noch drei Bedingungen erfüllen. Wir können z. B. verlangen, daß 
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die beiden Verzweigungspunkte, die dem Ereisinnem angehören^ 
nach ± 1 kommen, und daß die beiden anderen einander entgegen- 
gesetzt gleich werden, so daß wir sie mit ± /^-^ bezeichnen können 
Und das transformierte Integral abermals in der LEGENDBEschen 
Normalform (§ 65] erscheint. (Dabei ist nur der Fall auszuschließen, 
daß 1 — i in (1) negativ reell ist; Fig. 14 von IB zeigt, daß, wenn 
dies mit einem Wert von X der Fall ist, zwei andere reell positiv 
und kleiner als 1 sind.) Sollen den Punkten 

5) y = l (1-A)-V. «(1-A)-V. -1 
bzw. die Punkte 

6) I := 1 - 1 -. z-2 /-2 

entsprechen, so muß nach IB, § 15, IV / aus der Gleichung be- 
stimmt werden: 

/-« - 1 - /-« - 1 - 1 - 1 - (1 - A)-V« - 1 



/"* + 1 • - /-« + 1 - 1 - (1 - A)-Vi ' - (1 - ;i)-V2 - (1 ^ A)-v« 

oder: 



^ V1 + /V (i+j/TrT)a 



Dabei können wir unter (1 — A)"Va und j/l — Ä die Hauptwerte (I B, 
§ 58, V) verstehen. Zieht man noch einmal die Wurzel, so kann 
man über das Vorzeichen beliebig verfügen; man kann also in der 
sich ergebenden Gleichung: 

8) 1 - /' ^ 2 ViT^ 

1 + /« 1 + yv^i 



auch unter ]/ 1 — Ä den Hauptwert verstehen. Endlich können wir 
auch noch unter l denjenigen von den beiden Werten der Quadrat- 
wurzel aus der bisher allein definierten Größe P verstehen, für den 
die Gleichung gilt: 

9) / = JLzilZL. 

1 4-yi- A 

Die Substitutionsformel selbst, die die Punkte (5) in (6) über- 
führt, lautet dann: 

4 4 

10) I = 1 +Vi -^ . i-vVi - A 

1 "YT^ 1 +2/l/T^ 
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oder: 



11) j2|^ i-yr^ri i^yYT^ri 

1 +yi - A 1 +yyi - X 

und umgekehrt: 

10^ 1 1-/I 

12) y= 4 

]/r^ 1 +/f 

Sie zeigt, daß in der Tat der Achse der rein imaginären y der Kreis 
vom Radius | /"^ | um den Nullpunkt der |-Ebene entspricht, und 

bei der getroffenen Verfügung über den Wert von ]/! — A den t/ 
mit positiv reellem Bestandteil das Innere dieses Kreises. 
Man erhält weiter: 



1-1 



1+1 -. 



1 - Vi - A 1 + yyi - A 

i-yyr:ri 



4 > 

1 - yi - X 1 + 2/yi - ^ 



i^pt^ 2yi-x ^ i + y 



1 + yi -X 1 + yyi -X 



i + /^l = 



2 . 1 -hyVl -l 

* 4 > 

1 + yi - X 1 + 2/1/1 - X 



^^ ^ i + yi-A . -2yi-Arfy , 

i_yr::i (i + yyr^r^)a 

damit geht das Integral (4) über in: 

13) -4 r rfl 



- da J 



Da nun nur noch Werte von | in Betracht kommen, die dem ab- 
soluten Betrage nach ^ | /"^ | sind, so können wir den Faktor 
(1— /*|2)-Vi unter dem Integralzeichen nach dem binomischen 
Lehrsatz entwickeln und gliedweise integrieren. Die dazu erforder- 
lichen Rechnungen sind im wesentlichen schon in § 82 ausgeführt; 
wir erhalten ganz wie dort: 
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14) 






and: 

■ 2n 



^ Ä 1.3.5...(2n~l) ^4„ rS^2M. 



15) 



rV^AL ^ 1 . 3 ■ 5 . . . (2n >-> 1) r_dj_ 
•^ yn^" 2.4.6... 2» J j/T^^ 

2w r ^ 2»~ 2 ^ 

(2ft-l)(2n-3) ^2^.6 (2n-l)(2n--8)...5.3 1 

"•" (2n-.2)(2n-4) ^ "*" " * "*" (2»- 2)(2n- 4)...4.2 J 



Dabei ist der Wert der Quadratwurzel Vi — |* so zu wählen, daß 
y 1 — I* • yi — ^* I* d®^ vorgeschriebenen Wert erhalt, wenn für 
yi — /*!* der Hauptwert gesetzt wird; denn die vorgenommene Ent- 
wicklung bezieht sich auf diesen Hauptwert. 

Da die Reihen wie binomische Reihen konvergieren, so kann 
man (I B, § 25, VI) auch nach Potenzen von | ordnen^ was zuweilen 
bequemer ist. Man erhält dann: 

I 



f de ^ ^ r di 

16) { 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 



§ 121. Auswahl von A und Bestimmung der Grenzen für L 

Wir haben im vorigen Paragraphen bereits gesehen, daß von den 
sechs Werten, die A haben kann, im allgemeinen drei, ausnahmsweise 
nur zwei für unseren Zweck brauchbar sind; wir müssen noch zu- 
sehen, welchen von diesen Werten wir zweckmäßigerweise benutzen. 
Darüber entscheidet, daß die Reihen des vorigen Paragraphen im 
allgemeinen um so besser konvergieren, je kleiner | / | ist | / | wird 
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aber möglichst klein, wenn X mdgUchst klein ist Nun ist ohne 
Schwierigkeit einzusehen: wenn X den Bedingungen: \X\ < { 1 — A | < 1 
genügt, so hat jeder der fünf Werte § 96 (1) und (2), die durch 
lineare Transformation aus A hervorgehen^ einen größeren absoluten 
Betrag als l selbst Daraus folgt (vgl. IB, Fig. 14): 

I. Wollen wir für die numerische Rechnung möglichst gut hon- 
vergente Seihen haben^ so müssen wir es bei der Transformation auf 
die erste Normalform so einrichten, daß i — A » A^ + < ^2 dem von den 
Linien X^=^ \ und Aj* + ^* sa 1 begrenzten Kreisabschnitt angehört. 

Man kann sich nun folgendermaßen überzeugen, daß | / | in 
keinem Punkte dieses Kreisabschnitts einen größeren Wert annimmt, 
als in den Ecken desselben. Für den begrenzenden Kreisbogen, auf 
dem 1 — A = e^f, cp reell ist, wird 

rein imaginär; und man erkennt sofort, daß sein absoluter Betrag 
von dem Scheitel des Kreisabschnitts, wo er ist, wächst bis zu den 
Ecken, wo er den Wert: 

2) tg^« 0,13165 < ' 



24 -7 - 15 

erreicht 

Um femer das Verhalten von l auf der Begrenzungslinie \^\ 
zu untersuchen, setze man: 

8) i-A = | + ^tgw = — 1— e«»*; 

läßt man hier w alle reellen Werte von — -^ bis + ^ durch- 

laufen, so durchläuft 1 — A die ganze Gerade, von der diese Be- 
grenzungslinie ein Stück ist. Es ist dann: 



4) 



ll2il = - i(l - i)-V. \= -^ 

= i ((1 - ^)-'/' + (1 - ^)-'/') ^ 



und da sich 

5) . ^=_2»(1-A) 

ergibt, so folgt: 



dw 



6) g^ cglog/ ^ 4 



w . 3 w? 

Bin —- sin — 7— 



dw 



- + 



1/2 cos w '[/2 cos w 



3 



> 
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wenn mit ^z der reelle Teil der komplexen Größe z bezeichnet 
wird. Das hat für alle in Betracht kommenden Werte von w das- 
selbe Vorzeichen wie w, auf der Geraden A^ = ^ hat also | / | im 
Punkte X = ^, w = ein Minimum und wächst von da nach beiden 
Seiten. Der Logarithmus des absoluten Betrags einer analytischen 
Funktion komplexen Arguments ist nämlich gleich dem reellen Teil 
ihres Logarithmus. Da dieser Logarithmus im Innern des Bereichs 
regulär ist, kann man Satz III von IB, §36 anwenden und findet so: 
IL In dem bezeichneten Kreisabschnitt ist überall: 

also * 

l^ I < 0,0003005, 



/® I kleiner als eine Einheit der siebenten, | /^* | kleiner als eine 
Einheit der zehnten Dezimalstelle. 



§ 122. Spezielle Rechenvorschriften für den Fall reeller 

Verzweigungspunkte. 

Sind alle vier Verzweigungspunkte reell, so erhält man für | / 1 
eine noch niedrigere obere Grenze. Denn wenn A zunehmend die 
reellen Werte von bis ^ durchläuft, durchläuft / zunehmend reelle 
Werte von bis 

1) pJll = 0,08642; 

1/2 + 1 

es ist also hier | /* | < 0,000057, | Z® | kleiner als eine halbe Einheit 
der 8., \ l^^ \ kleiner als eine halbe Einheit der 12. Dezimalstelle. 

Die Transformation auf die erste Normalform, die der Ent- 
wicklung von § 120 vorauszugehen hat, kann, wenn über den zu 
wählenden Wert von l Verfligung getroffen ist, noch auf vier ver- 
schiedene Arten geschehen (§ 63 a. E.); wir müssen noch unter- 
suchen, welche von diesen Arten wir in jedem Falle zweckmäßiger- 
weise wählen. Wir werden dabei zwei Rücksichten zu beobachten 
haben: einerseits werden wir wünschen, [ | | möglichst klein zu be- 
kommen, andererseits reelle Werte auch in reeller Form ausgedrückt 
zu erhalten. 

Seien zunächst die vier Verzweigungspunkte reell und der Größe 
nach geordnet (wie in § 8): 

2) ccQ<a^<a2<a^. 
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Dann sind von den sechs Werten ihres Doppelverhältnisses die 
beiden folgenden: 

3) y^f^i^l^:^!L^l^ und L ^ ^!^.:^^ : !!^-^ ^ 1 ^ L 

zwischen und 1 enthalten; und man hat nur noch zu entscheiden, 
welcher von ihnen kleiner, welcher größer als -| ist; den ersteren 
hat man zu wählen. Den Fall ^ < ^ bezeichnen wir als Haupt- 
fall I, den Fall A2 < ^ als Hauptfall 11. Beidemal sind zwei Fälle 
zu unterscheiden, je nachdem: 

A. aQ> oder B. % < 

ist; und in jedem dieser beiden Fälle kommen insbesondere die- 
jenigen Intervalle der Achse der reellen Zahlen in Betracht, in denen 
die zu integrierende Funktion reell ist; nämlich im Falle A. die 
Intervalle: 

1. von a^ bis «g» 2. von «g über 00 bis cc^^; 

im Falle B. die Intervalle: 

1. von «2 bis «g; 2. von cCq bis cc^. 

Im Hauptfalle I sind die Formeln von § 63 mit der Modifi- 
kation anzuwenden, daß a^ mit a^ zu vertauschen und infolgedessen 
der dort auftretende Wert X^ von X durch A3 = 1 — A^ zu ersetzen 
ist Man hat hier: 



^ ^ » - ffo * gf - gp ' (gj - gp) - (gj - gs) f ' 

5) f--^ = r '^^ 

Jyhx) J yao'?(i-ö(i-i,ö' 

a, 

6) <=-«oK-«o)(«8-«i). ^ = l-'^ = -J^:$^- 

In diesem Falle haben also a^ und a^' entgegengesetzte Zeichen; da in 
§ 120, (13) y -Oq auftritt, erhalten wir die Formeln im Falle lA 
in reeller, im Falle IB in imaginärer Gestalt 

Im Falle lA, 1 fällt bei Anwendung von (4) f zwischen 1 und 
A^-*^, also I zwischen — 1 und + 1 und wir können die Formeln 
von § 120 direkt verwenden. Unter dem Integral: 

7) f-dL^ 
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» 

ist dabei der y^Hauptwert'' der Funktion arc sin 1, d. h. der zwischen 
den Ghrenzen — ^ und -^ gelegene Wert dieser Funktion zu ver- 

stehen. 

Im Falle IB. 1. fällt bei Anwendung von (4) ^ zwischen und 
1, also I zvrischen 1 und l-\ Die Reihen von § 120 konvergieren 
in diesem Falle weniger gut^ sind aber immer noch brauchbar. Nur 
wird es zweckmäßig sein, sie in reelle Form umzusetzen und zu 
schreiben : 



8) 



'a'J 



V(r-i)(i-/*r) 

« -ip [i;,iog(i + yi^iT) + yp^inr 



Dem Logarithmus ist sein Hauptwert beizulegen. 

Im Falle lÄ. 2. würde bei Anwendung der Formeln (4) J 
zwischen — oo und fallen, also y rein imaginär, | eine komplexe 
Größe vom absoluten Betrage /-^ werden. Man vermeidet das, indem 
man hier: 

Q\ 5- _ ^ ^ «1 . « — «1 

. ^ » - ff, * «0 - Oj 

setzt, was zu denselben Werten von l und a^' führt; dieses f^ fällt 
dann in diesem Falle zwischen 1 und Ag"^, das aus ihm berechnete 
|j also zwischen — 1 und + 1. 

Im Falle IJB, 2. fällt bei Anwendung der Formel (9) f^ zwischen 
und 1; und es wird wie im Falle IB. 1. zweckmäßig sein, sich 
der Formel (8) zu bedienen, in der man | durch |j ersetzt. 

Durch analoge Überlegungen kommt man im Hauptfalle II zu 
folgenden Resultaten: 

In den Fällen IIA. 1. und IIB. 1. sind die Formeln von § 63 
in ihrer ursprünglichen Gestalt anzuwenden, d. h. es ist zu setzen: 

10) ^ = i^Lfll : ilZL^ . 

Das fällt im Falle IIA. 1. zwischen und 1, im Falle IIB. 1. 
zwischen 1 und Aj"^; also fällt: 

i-yi; i + Ky^ 

im ersteren Falle zwischen 1 und /g"^» ^^ letzteren zwischen — 1 
und + 1. Man hat also im Falle IIA. 1. die Formel (8), im Falle 



§ 123. Paarweise konjugiert komplexe Verxioeigungapimkie. 801 

IIB* 1. die Formel § 120, (16) anzuwenden^ nachdem man in diesen 
Formeln | durch 1, ^^^ ^ durch 

12) h = ^ 

1 + y^ 

ersetzt hat. Dabei ist a"^ = — a^. 

Endlich in den Fällen IIA, 2. und IIB. 2. hat man zu setzen: 

* 4 _ 

i^) r — ^~ "8 . «0 - »8 t « ^ + y^ . 1 - y^y^s 

«, «0 «. j_y^ i + y^n. 

mit denselben Werten von A^ und /j wie in den beiden letzten 
Fällen. Im ersteren Falle fällt ^3 zwischen und 1, I3 zwischen 1 
und + /a"^> ™ letzteren f, zwischen 1 und A^^^ I3 zwischen — 1 
und + 1. Man hat also in diesen beiden Fällen | durch I3» / durch /^ 
zu ersetzen, und im Falle IIA. 2. die Formel (8), im Falle IIB. 2. 
die Formel § 120, (16) anzuwenden. 

In jedem dieser acht Fälle gibt es übrigens noch eine andere 
Substitution derselben Art, die dasselbe leistet, wie die hier vor- 
geschriebene. So fällt z. B. im Falle lA. 1. auch: 

j- _ '^ — «0 , «1 — «0 ^ _^ 

(vgl. § 66, 4) in das Intervall zwischen 1 und Ag"^ (mit demselben 
Wert von ^ wie oben). Der zugehörige Wert von |, |^ ist aber 
dem früheren entgegengesetzt gleich, so daß man hieraus keinen 
weiteren Vorteil ziehen kann. 



§ 123. Paarweise konjugiert Icomplexe Verzweigungspunicte. 

Ein elliptisches Integral I. Art nimmt auch dann reelle Werte 
an, wenn die vier Verzweigungspunkte paarweise konjugiert komplex 
sind, ÜQ positiv und das Argument reell ist; allgemeiner ausgedrückt 
(vgl. § 91): wenn die Verzweigungspunkte paarweise Spiegelbilder 
voneinander in bezug auf einen Kreis sind und die Integrations- 
variable auf diesem Kreise sich bewegt. 

Bei geeigneter Numerierung der Verzweigungspunkte entspricht 
diesem Kreis in der f-Ebene der Kreis vom Mittelpunkt und 
Radius A""V«, also in der y-Ebene der Kreis vom Mittelpunkt und 
Radius Ä-V*, also in der |- Ebene die Achse der rein imaginären 
Zahlen. Wir müssen uns vor allem überlegen, welche Numerierung 
der Verzweigungspunkte das erzielt. Bezeichnen wir dieselben mit 
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a±iß und y±i8 [ß und S positiv), so werden von den sechs 
Werten ihres Doppelverhältnisses die folgenden beiden positiv und 
kleiner als 1: 

.. (« + iß) - (y + ^^) (et -^ iß) - (y + t3) ^ (a^ y)« + (ß^S)' ^ 
^ {a + iß)'-(Y'-i8) ' ia-iß)-{Y-id) (« - y)« + (|? + Ö)« ^l 

und: 

Ist Aj > ^, so nehmen wir die Substitution vor: 

nx V _ a^-(y + t3) ^ (a + iß)^(y + id) . 

^ bi - j^ _ (y _ ^-^ • („ ^ ^-^j - (y - i(J) ' 

ist aber ^ > |-, so setzen wir: 

Im ersten Falle können wir schreiben: 

6) ti; = — 2 arc tg arc tg^^^ — h arc tg^ ; 

wir erhalten dann: 

iyß iyj 

^ 1 + r^" 

wenn nämlich 

genommen wird. Dabei bedarf nur noch die Bestimmung des 
Winkels xfj näherer Erörterung. Für die untere Grenze darf ein 
beliebiger Wert von t/; genommen werden, für die obere ist dann 
derjenige zu nehmen, der aus ihm durch stetige Fortsetzung ent- 
steht. Indem man, wenn erforderlich, das Integrationsintervall zer- 
legt, kann man erreichen, daß nur Werte von i/; in Betracht kommen, 
die zwischen — n und + ^ liegen. Dann wird | / 1 | ^1 und die 
Beihen von § 120 konvergieren rasch genug, um zur Berechnung 
dienen zu können. 

Weniger günstig liegt die Sache, wenn Ag > -J- ist Es be- 
schreibt nämlich f^, wenn z die Achse der reellen Zahlen durch- 
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läuft, einen Kreis vom Mittelpunkt Aj-^ und Radius A^""^]/! — Ag , 
so daß man setzen kann: 



8) l-^C^^yi^-Keiy', 

mit demselben Werte von yj, wie unter (6). Da dieser Kreis ganz 
auf der positiven Seite der Achse der imaginären f^ liegt, entspricht 
ihm in der Ig-Ebene^ eine geschlossene Kurve, die ganz im Innern 
eines Kreisbogenzweiecks liegt, dessen Ecken die Punkte ±/~^ sind 
und dessen Seiten mit der Achse der reellen ^^ Winkel von 45^ 
einschließen. Die nach 1« fortschreitenden Reihenentwicklungen kon- 
vBrgieren also sehr gut. Sie haben aber den übelstand, daß Ig ^ 
reelle z komplex ist. Man wird daher auch in diesem Falle sich 
mit Vorteil der Substitution (5) bedienen, ausgenommen allein den 
Fall, daß Z sehr nahe an 1 liegt und man gleichzeitig über Werte 

von z zu integrieren hat, für die auch tg^ nahe an 1 rückt. 



§ 124. Zwei reelle und zwei konjugiert komplexe 

Verzweigungspunkte. 

Den Fall, daß zwei Verzweigungspunkte reell, die beiden anderen 
konjugiert komplex sind, kann man, wie wir bereits in § 118 gesehen 
haben, durch eine quadratische Transformation auf disn Fall von 
vier reellen Verzweigungspunkten zurückführen. Bezeichnet man 
nämlich die beiden reellen Punkte mit a^ und a^^ die beiden kon- 
jugiert imaginären mit a^ =^ y + iS und a^ =^ y ^ iS, so werden 

l) 3, = «8 - «8 . «1 - «8 _ Y — iö - a^ ^ ijT - id - Oq 

' Cf, — «0 ' OTj - «0 / + t Ö — «8 * / + * ^ — Ofo 

und 

^ ttj — «8 «1 — «8 ^ 

Größen vom absoluten Betrage 1. Beide führen zu denselben 
Werten von l, so daß es genügt, X ins Äuge zu fassen. Wir können: 

3) l = ei<p 
setzen, wenn wir den Winkel qp durch 

4) 9) = 2arctg-^ 2arc tg -^ = 2arc tg . ^""l" ""^ \ ^ s^ 

^ ^ ° «8 - r «0 - r ® K - r) («8 - r) + 1^' 



^ I, ist ebenso aus ^ und X^ ^^ berechnen, wie | in (7) aus i und X^. 
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bestimmen. Dabei ist es gleichgültig, welche Werte der arc tg wir 
nehmen, da eine andere Wahl (p nur um ein ganzzahliges Viel- 
faches von 2n ändert; wir können also für (p den Hauptwert 
wählen. Wir erhalten (vgl. § 120, (9)): 

4 

6) z^l^=.^,-tg|; 

i+l/T 

also einen rein imaginären Wert, dessen absoluter Betrag höchstens 

6) =tg-J< 0,41422 

isti 

Eine der zu dem Wert (1) von X gehörenden Transformations- 
formeln (§§ 63; 66) lautet: 



* — (/ + t ^ ^ y + * ^ — ff. 







Durchläuft z alle reellen Werte, so durchläuft f die Werte vom 
absoluten Betrage 1; wählen wir also in der Formel (vgl § 120, 10): 

i + yryf 

4 

die Wurzelgröße Y^ so, daß j/T /^ gleich dem Hauptwert der Qua- 
dratwurzel aus y^.^ wird, so erhalten wir für /| rein imaginäre 
Werte, deren absoluter Betrag höchstens gleich 1 ist, so daß genügend 
rasche Konvergenz der Seihen gesichert ist Wir müssen dabei 
nur darauf achten, daß wir das Integral in zwei Teile zerlegen, 
wenn der Integrationsweg über einen Punkt wegführt, an dem der 
Hauptwert eine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet 
Setzt man: 

9) ?=e*v, i/; = 2arctg--^-2arctg-^, 

so erhält man: 

und hat dabei den Wert des Winkels \p so zu wählen, daß 






^-^ wird. 

4 



^ Wie wir in § 121, II, gesehen haben, könnten wir durch andere Wahl 
von X einen noch kleineren Wert von / erreichen; aber dann werden die 
Formeln durch das Auftreten komplexer Größen unhandlich. 
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Eine zweite der zu dem Werte (1) von X gehörenden Substi- 
tutionsformeln lautet: 

11) f = ^ - «0 . r + i 3 - «0 ^ ^ - «n ^." "F 

WO (p den in Gleichung (4) angegebenen Wert hat Durchläuft z 
die Achse der reellen Zahlen, so durchläuft ^ eine unter dem 

Winkel — ~ gegen diese Achse geneigte Gerade, also Werte, deren 

Arkus teils — -f- , teils — -|- + ;r ist. Bestimmt man den Winkel -^ 
aus den Gleichungen: 

COS cpQ = ■- ^ -i^ =r^ , sm cpQ sx= , 

l/(r - «o)' + ö" l/(r - «o)' + ^' 

COS np« = - , ' " , sm qp« = , 

Y = 9^8 - T'o» 

so entspricht der zweite Halbstrahl der Strecke zwischen Uq und «g, 
der erste den außerhalb dieser Strecke gelegenen Punkten. Ver- 
steht man andererseits wie oben unter cp den Hauptwert, ebenso 

unter y J, so liefert der Halbstrahl vom Arkus — ~ reelle Werte von 

1 + yxi/& 

die zwischen — 1 und + 1 liegen, der Halbstrahl vom Arkus — ^ 

+ 11 dagegen liefert für l^^ Werte vom absoluten Betrage 1. Beide 
Arten von Werten sind zur Berechnung brauchbar. 

Genauere Untersuchung zeigt, daß, wenn (p der Hauptwert ist, zu — ^ 

dasjenige Stück der Achse der reellen z gehört, in dem die zweiten 
Schnittpunkte der durch / + 2<y, y-^iS und a^ bzw. a^ gelegten 
Kreise mit dieser Achse liegen; also das endliche oder das unend- 
liche Stück, je nachdem y±iS innerhalb oder außerhalb des über 
cCq . . a^ als Durchmesser beschriebenen Kreises liegen. Liegen sie 
auf diesem Kreise, so wird A = — 1 ; es kommt dann darauf an, ob 
cCq größer oder kleiner als a^ ist. 

BüRKHABDT, Funktionen. II. Zweite Aufl. 20 
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§ 125. Berechnung des Periodenverhältnissee und der Größe h. 

Soll der Wert eines elliptischen Integrals berechnet werden, 
das nicht ein Integral erster Gattung ist, so verfährt man in den 
meisten Fällen am zweckmäßigsten so, daß man zuerst den zuge- 
hörigen Wert des Integrals I. Gattung berechnet und den Wert des 
vorgelegten Integrals nach Anleitung von §57 als Funktion des 
Integrals I. Gattung darstellt. Dazu ist aber erforderlich, daß man 
die Perioden dieses letzteren Integrals kennt; diese müssen daher 
vor allem berechnet werden. Man gelangt dazu, indem man die 
Formeln von § 120 auf den speziellen Fall anwendet, daß der vor- 
gelegte Integrationsweg ein Periodenweg ist Nimmt man die Be- 
zeichnungen von § 82 wieder auf, so erhält man zunächst: 



1) 



K{1 -X) = 



J yj(i-f)(i-(i-i)j) 







( 






rff 



V(f * - 1) (1 - /♦ V) 



Ersetzt man hier | durch v '=' l~^i~\ s^^ S'^bo 



drj 



l^fi*' 



80 ergibt sich: 



3) 



-/ 



r-« 



d^ 



- 1* I*) J i 



drj 



y (1^ - 1) (1 - 1' D J V(v' - 1) (1 - /* fi') 



und folglich: 



4) 



i-i 



X{l-X) = —^ f 

(i + yr^^* J 



df 



V(i' - 1) (1 - 1* V) 



1-* 



[i + yr^ni)^ J 



<*i" 



V'j(j-i)(i-i*j) 



(i + Vi -i) 



a 



K' (/*). 



§125. 
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Analog wird erhalten: 






1/(1 - X) 

(1 l)-"" [ ^^ 




j y£(c-i)(i-(i-Ä)j) 

1 






-1 

_ -8 /* d^ 




(i+yi-A)^j y(i-f«)(i-/*f«) 


5) 




1 

_ 16 /* dS 









1 
_ 8 n dl 




(n.yi-A)V yj(i-ö(i-/*ö 








— ^ K(l^\ 




4 ^l* J« 


Nun war ein bestimmter Zweig der Funktion t(ä) durch 


6) 




definiert; aus den Gleichungen (4) und (5) folgt also: 


7) 


AI ^)— ,(1v 


Aber nach 


§ 96 ist: 


8) 


^(1 ^)- .a)5 


also folgt: 




9) 




4T(^) = r(/^ 



m. a. W. /^ steht zu 4 t in derselben Beziehung, wie X zu r. Das 
können wir auch durch die Gleichung: 

10) Ä(4r) = Z* 

ausdrücken. In der Tat stimmt die Gleichung § 120, (9), die Z 
durch X[t) ausdrückt, überein mit der Gleichung § 110, (10), die 



einen Wert von ]/A(4t) durch A(t) ausdrückt. 

Man könnte also in der Weise vorgehen, daß man zunächst die 
Funktionen K{}^) und X'(Z*) mit Hilfe der Reihenentwicklungen von 
§ 82 berechnete. Einfacher ist es, davon auszugehen, daß l^ zu 

20* 
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^4rjrt -, ^4 iü derselben Beziehung steht, wie X zu. h; substituiert 
man demgemäß in der Gleichung § 82, (16) / an die Stelle von k, 
so erhält man: 

11) ,,..^{l+8il4-84(il)V992(ii)' + ...) 

und daraus durch Wurzelausziehung: 

12, *.4{.+2(i)' + 15(i)" + 150(l)" + ...). 

Ist auf diese Weise das Periodenverhältnis gefunden, so können wir 
zur Berechnung der Perioden selbst den Ausdruck eines der Theta- 
nuUwerte verwenden, wie sie in § 56 und § 83 gegeben sind. Rascher 
konvergente Reihen erhält man, wenn man auch diese Formeln nicht 
auf das vorgelegte, sondern auf das transformierte Integral anwendet. 
Um das auszuführen, müssen wir nur noch zusehen, wie jene Formeln 
sich vereinfachen, wenn man sie auf ein in der RrEMANNschen Normal- 
form auftretendes Integral anwendet. Für ein solches ist zu setzen : 

also: 

14) Oq = 0, ccq = 00, «1 = 0, «2 = 1> ^8 = y > «0 ^0 = - ^^» 
damit wird die Formel einfach: 

15) ^8(0) = l/5-l/M«s-«x) = ]/^- 

Wollen wir sie auf das transformierte Integral anwenden, so haben 
wir für 2(öj auch dessen Periode zu setzen, die sich durch den in 
§ 120, (13) angegebenen Faktor von der des transformierten unter- 
scheidet Wir erhalten so die Periode 2^3 des vorgelegten Inte- 
grals (§ 120, 1) gegeben durch die Formel: 

Die andere Periode ergibt sich dann einfach mittels der Formel: 



©3 71 



1') ö?, =--.. _ 

' > t log nat h 

Für die Anwendung dieser Formeln ist wesentlich zu wissen, 
wie groß der Fehler ist, den man begeht, wenn man die Reihe (12) 
an einer bestimmten Stelle abbricht. Man gelangt dazu von Glei- 
chung (4) von § 121 aus. Werden in dieser Gleichung die Wurzel- 
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großen nach Potenzen von k entwickelt^ so treten nur positive Zahlen- 
koeffizienten auf; also sind auch in der durch Integration folgenden 
Entwicklung:^ 

18) log/=log|+2^^* 



v=»l 



alle Koeffizienten positiv. Multipliziert man mit m und geht dann 
zum Numerus über, so sieht man, daß auch in der Reihe: 

19) ^"=(4)" + 2««.,.^'^ + '' 



alle Koeffizienten positiv sind; es ist also für jedes < A < 1 und 
für jedes endliche n: 

n+l / l\m "+1 

2«vA''<log/^logA + log8; ^ +2««.vA~^''<^"*- 

Die beiden Glieder jeder dieser Ungleichungen bleiben auch für A = 1 
stetig; daher folgt aus ihnen: 

n+l n+l 

^«v^logS; 8-«»+ 2««*,v^l> 
also sicher: 

^6^ <log8; 8-« + 2€«,,< 1. 

Daraus folgte daß die Reihen (18) und (19) auch noch für ^ = 1 kon- 
vergieren, und daß folglich (vgl. I A, § 67, II) die Gleichungen 
bestehen: 

20) 2e, = log8, 2e^, = l_^. 

Schreibt man nun die Gleichung (16) von § 82 in der Form: 

n=ü 

und stellt neben sie die Gleichung 

21) log(16Ä) = log A + §"/?« ^" 

n+l 



^ Die Bestimmang der IntegrationskoDstanten ergibt sich daraas, daß 
lim -r- = hm 1 = —- 

ist. 
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und die daraus durch die Substitution von A^ für A und l^ .für X 
hervorgehende: 

22) logA + log2 = log/ + i2 /?„/*", 

80 erhält man die Identität: 

f;/?„r = iog/-iog| + i2/?,'*" 

oder wenn man die Beihen (18] und (19) einsetzt: 

23) 2/?„r = § 6„r + 122 €4«»,»/?« i*"+". 

Aus dieser Identität ergibt sich durch Koeffizienten vergleichung: 
allgemein: 

24) /?4r + e = «4r + e + i K, 4r-4 + e /?i +ß8,4r-8 + eÄ + •" +«4r,e/?r}' 

-E» «W also die Koeffizienten ß^ der Formel (21) sämtlich positiv 
reell, folglich auch die Koeffizienten der daraus durch Übergang zur 
ExponenHalfunkäon sich ergebenden Formel (12). 

Durch dieselben Schlüsse wie die Gleichungen (20) beweist man 
nun auch die GleichuDgen: 

|;/?„ = iogi6 

und, wenn man die Gleichung (12) so schreibt: 

n=0 

25) 2«„=1- 

n=Ü 

Daraus folgt: der Fehler, den man begeht, wenn man in der 
Reihe (12) nur die beiden ersten Glieder berücksichtigt, ist kleiner als: 



15 
512 



^'+-^^" + (i-Y-iV--^--^)'"(i + '* + ^'+-:) 



15 ,n , 150 ,,0 , 1597 /" 



512 * ^ 2*3 * ^ 4096 1 - /* ' 

also wenn / < ^ ist: 

^612 ^ 2" ^ 4096 15 2« ^ 512 ^ 80 
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Da wir, wie wir § 121 gesehen haben, ^ es immer erreichen 
können, daß / < -— wird, so reichen wir mit den beiden ersten 

15 

G-liedem der Reihe aus^ wenn keine größere Genauigkeit als neun 
Dezimalstellen verlangt wird. Begnügt man sich mit geringerer Ge- 
nauigkeit, so hat man nicht einmal nötig, es so einzurichten, daß A 
zwischen und ^ fallt; auch Werte von A zwischen \ und 1, wenn 
sie nur nicht gar zu nahe 1 sind, geben noch Werte von . /, für die 
die Reihe gut konvergiert 

§ 126. Berechnung der Werte elliptischer Funktionen bei 

gegebenem Werte des Arguments. 

Soll zu einem gegebenen Wert des Arguments der zugehörige 
Wert einer elliptischen Funktion berechnet werden, so ist es in den 
meisten Fällen das Zweckmäßigste, diese elliptische Funktion zu- 
nächst als Quotienten von Thetaprodukten auszudrücken und die 
Thetafunktionen mit Hilfe ihrer Reihenentwicklungen zu berechnen. 
Dazu ist erforderlich, daß man die Größe h kennt; diese muß 
also vor allem nach den Methoden des vorigen Paragraphen be- 
rechnet sein. 

Den Rechnungen desselben liegen ganz bestimmte Voraus- 
setzungen über die Auswahl eines primitiven Periodenpaares, oder 
was auf dasselbe hinauskommt, über die Numerierung der Ver- 
zweigungspunkte zugrunde; will man also z. B. die Formeln des 
§ 56 zur numerischen Lösung bestimmter Umkehrprobleme ver- 
wenden, so muß man dafür sorgen, daß die Numerierung der Ver- 
zweigangspunkte hier und dort die gleiche ist. Dabei ist zu be- 
achten, daß die für § 125 erforderliche Numerierung der Verzwei- 
gungspunkte so gewählt ist, daß cj^ die dem absoluten Betrag nach 
kleinste Periode ist. Das gibt im Fall von § 86 zu einer Unter- 
Scheidung von zwei Unterfällen Veranlassung (vgl. § 87): Ist die 
kleinste reelle Periode dem absoluten Betrag nach kleiner als die 
kleinste rein imaginäre, so wird das cöj von § 125 reell; es gehören 
also dann zu reellen Werten von u auch reelle Werte des Theta- 
arguments v, und die Thetareihen enthalten für reelle u trigono« 
metrische, für rein imaginäre u Exponentialfunktionen reellen 
Arguments. Ist aber die kleinste reelle Periode dem absoluten 
Betrag nach größer als die kleinste rein imaginäre, so wird das (o^ 



^ Die § 124 erwähnten Umständlichkeiten kommen hier nicht in Frage* 
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von § 125 rein imaginär, und die Thetareihen enthalten für reelle u 
Exponential-y für rein imaginäre u trigonometrische Funktionen 
reellen Arguments. Im Grunde liegt wenig daran, ob der eine oder 
der andere Fall eintritt, da man doch meist die Werte der Funk- 
tionen sowohl für reelle, wie für rein imaginäre Argumentwerte 
braucht. Außerdem braucht man sie häufig auch noch für Argument- 
werte, deren reeller oder imaginärer Bestandteil einer Halbperiode 
gleich ist; für diese kommen die Formeln von § 45, (6) bis (8) in 
Betracht. 

Eine wichtige Frage ist in jedem Fall, wie groß die relative 
Genauigkeit ist, die man erzielt, wenn man die Thetareihe mit einer 
bestimmten Gliederzahl abbricht. Setzen wir, um das zu unter- 
suchen, z. B.: 

1) tJ-j (ü I t) « 1 + 2 Ä cos 2 vn + 2h'^cos4:vn + B, 

so können wir für den absoluten Betrag von E eine obere Grenze 
angeben, sobald wir eine solche für den imaginären Bestandteil von v 
haben. Wir ziehen daraus zunächst die Kegel: 

Für numerische Rechnungen mit Thetareihen ist es zur Erreichung 
rascher Konvergenz erforderlich, den imaginären Bestandteil des ÄrgU" 
ments mit Hilfe der Relationen § 45, (Ö) und (7) möglichst zu verkleinem. 

Sei also, wenn v = a + ib gesetzt wird, 

2) IH^9i(^). 
Nun ist: 

I C0S2Ät?;r | =i | tf2kt;^£ + ^-2fcr^i I ^l.(^2k&« + ^-2*6«) 

also wegen (2): 

3) I cos2Äü7r I ^ I Ä|-*/2. 

Also ist: 



00 



R I ^221*1**""^^^^ 2 I Ä|"/.{1 +|Ä 1"/. + |Ä|i5+ ..}, 



d.h. 



4) iT^lr ''''"' 



1 - I Ä I« 



Damit ist der absolute Betrag des Fehlers abgeschätzt; um eine 
Vorstellung von seiner relativen Bedeutung zu haben, müssen wir 
für &^(v I t) eine untere Grenze finden. Man erkennt, daß: 
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5) 



I *3 («^ I ^) I > 1 — I 2 Ä COS 2 ü ;r + . . I 

>1— |2Acos2t;:;r| — .. 
> 1 _ 2 I Ä V. - 2 I Ä |8 -- . . . 



1 _ 2 I h |V. 

^ 1 - I Ä r/, 



ist. Die VergleichuDg der Formeln (4) und (5) ergibt, da wir immer 
A ^ e ~ " voraussetzen dürfen, daß 

B 2\h l^^h (l-\h |Vt) 

^8 — (i - 1 Ä r)(i - 2 1 Ä |v. - 1 h \'it) 

kleiner ist als eine Einheit der 8. Dezimalstelle. 

Man reicht also, wenn man keine größere Genauigkeit verlangt 
und die angegebenen Vorsichtsmaßregeln beachtet^ in jedem Falle mit 
den drei ersten Oliedem der Reihe (1) aus. 

Für die Funktion ß-^ gilt ganz dasselbe; für die beiden anderen 
Tbetafunktionen sind die Schlüsse etwas zu modifizieren: man muß 
den Faktor sin v 7t, bzw. cos v n herausziehen und beachten, daß 



sin i^k -^ \)vn 
sin vn 



— I ^2Tcvni ^ g{2k''2)vni -}- , . g 



-2fct>jri 



^ (2 Ä + 1) tf2M H « ^ (2 Ä + 1) 1 Ä |- */2 



und ebenso: 



cos {2 k -{- \)vn 
cos vn 



^(2Ä + 1)1 Ä \-^l^ 



ist. 

Soll der Wert eines elliptischen Integrals II. oder IIL Gattung 
numerisch berechnet werden, so ist zuerst der Wert u des zwischen 
denselben Grenzen genommenen Integrals I. Gattung nach § 120 
bis § 124 zu berechnen; durch diesen ist der gesuchte Integralwert 
nach § 24, n (vgl. § 57) auszudrücken. Dann sind die Tbeta- 
funktionen einzuführen; dabei treten ihre Ableitungen auf, deren 
Reihenentwicklungen allerdings etwas schlechter konvergieren, als 
die der Tbetafunktionen selbst, so daß man vielleicht zuweilen Ver- 
anlassung hat, bei ihnen ein Glied mehr zu berücksichtigen. 
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VIERZEHNTEK ABSCHNITT. 



Algebraisch-geometrische Anwendungen der elliptischen 

Funktionen. 

§ 127. Gleichungen zwischen elliptischen Funktionen. 

Zwischen zwei za demselben Periodenparallelogramm gehörenden 
elliptischen Funktionen besteht nach § 24^ V stets eine algebraische 
Gleichung mit von u unabhängigen Koeffizienten. Wir wollen die 
Eigentümlichkeiten solcher Gleichungen noch näher untersuchen. 

Sei q> eine elliptische Funktion n^ \p eine solche m*®° Grades. 
Sei (Pq ein Wert, den die Funktion q> in n voneinander verschie- 
denen Punkten des Periodenparallelogramms annimmt. (Wenn 
qp — qp^ = ÖQ (m — Wq)" + . . , kann man um q>Q nach I B, § 69, (5) einen 
Kreis von so kleinem Radius beschreiben, daß im Innern desselben 
u — Uq eine eindeutige Funktion von {(p — (PqY^^ ist Nach I B, § 46, X 
kann man den B^dius dieses Kreises so klein wählen, daß im Innern 
desselben u — Uq in verschiedenen Punkten verschiedene Werte an- 
nimmt Wenn also qp^ ein Wert ist, der in einem Punkte des 
Periodenparallelogramms mehrfach angenommen wird, so liegen doch 
in seiner Umgebung stets Werte von qp, die in n voneinander ver- 
schiedenen Punkten desselben angenommen werden.) Die Werte 
der Funktion ^ff in diesen Punkten seien mit: 

1) i/;(wo), 'V^W, .. ., V^(w„_i) 

bezeichnet Wir wollen zunächst annehmen, diese n Werte seien 
für jeden Wert von qp^, einzelne ausgenommen, voneinander ver- 
schieden. Dann wird die zwischen qp und ^p bestehende Gleichung, 
die doch, wenn man (p =s cp^ setzt, alle diese Werte zu Wurzeln 
haben muß, in bezug auf yj bis zum n*®^ Grade ansteigen. Wir 
erhalten somit den Satz: 

I. Zwischen einer elliptischen Funktion n^ Ordnung cp und einer 
solchen Funktion m^ Ordnung ifj, die so beschaffen sind, daß zu ver- 
schiedenen Wertepaaren (tp, ip) im allgemeinen (d, h. nur einzelne solche 
Wertepaare ausgenommen) verschiedene Punkte u des Periodenparallelo^ 
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gramms gehören^ besteht eine algebraische Gleichung, die in bezug auf q> 
vom m^, in bezug auf tf) vom n*^ Orade ist 

Wenn aber für unendlich viele Werte von (p zwei der zu- 
gehörigen Werte von ip einander gleich sind, also etwa 'ifj(u) =: ip [u') 
ist, muß es im Periodenparallelogramm mindestens einen Punkt u 
geben von der Beschaffenheit, daß in jeder Nähe desselben Punkte 
liegen, für die eine solche Relation besteht (I B, § 26, XVI). Aber 
1/; [u) und 'ip (m') können als bis auf Pole reguläre Funktionselemente 
angesehen werden; wenn die Gleichung t// (t/) = t// (%') für unendlich 
viele Punkte in der Umgebung eines im Innern eines solchen Be- 
reiches gelegenen Punktes bestehen soll, so muß sie nach IB, § 39, IX) 
identisch bestehen. Folglich muß sie auch für alle analytischen 
Fortsetzungen bestehen bleiben (I B, § 66, IV). Es fallen also dann 
für jeden Wert von (p zwei der zugehörigen Werte von ip zusammen; 
mit anderen Worten, es gilt der Satz: 

n. Wenn die Bedingungen des Satzes I nicht erfüllt sind, gibt 
es zu jedem Punkte Uq, höchstens einzelne ausgenommen, einen zu ihm 
inkongruenten Punkt u^ von der Beschaffenheit, daß gleichzeitig 

(p {u^) = q> [Uq) und i/^K) = t/^K) 
ist 

Natürlich kann es auch mehrere inkongruente Punkte dieser 

Beschaffenheit geben. Seien dieselben, um gleich den allgemeinsten 

Fall ins Auge zu fassen, u^, ?^a* • •» ^ä-i> dann betrachten wir die 

Summe u^ + u^ + . • + Wfc-i als Funktion von Uq. Als solche hat 

sie folgende Eigenschaften: 

1. Sie ist für jeden endlichen Wert von Uq bis auf Perioden 
eindeutig bestimmt und endlich. 

2. Wenn man Uq durch einen kongruenten Wert ersetzt, treten 
an Stelle der w^, Mj» • • •> "*-i Werte, von denen jeder wieder zu 
einem dieser Werte kongruent sein muß; ihre Summe kann sich 
also nur um eine Periode vermehren. 

Aus beiden Eigenschaften folgt, daß diese Summe, von einer 
Konstanten abgesehen, gleich einem Vielfachen von Uq sein muß 
(vgl. § 6, X und § 7, 11); wir schreiben: 

2) u^ + u^ + ' ' - + Uk-'i = CqUq + Yq. 

Ebenso erhält man die Gleichungen: 

«a + ^8 + • • • + ^fc - 1 + ^0 = ^1 ^1 + ^1 



Uq+U^ + . . . + Mfc_3 + «^»-2 = Cfc_iMfc-.i + Yk-V 
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Nun sind zwei Fälle möglich. Entweder die Zahlen c sind edle 
gleich — 1. Dann müssen auch die Zahlen y alle einander gleich 
sein und das Gleichungssystem reduziert sich auf die eine Gleichung: 

3) Mo + ^ + ^2 + • • • + ^fc - 1 = ?'• 

Seien nun {(p\ i/;') und (qp", \p") irgend zwei Paare zusammen- 
gehöriger Werte von tp und \p\ m^', Mj', . . ., w'jt - 1 und u^", u^\ . . ., u\^x 
die bzw. zu dem einen und dem anderen dieser Wertepaare ge- 
hörenden inkongruenten Werte von u. Jedes dieser Werte Ä-tupel 
genügt der Gleichung (3); also gibt es nach § 22, I eine elliptische 
Funktion von m, die in den vl Null und in den v!' unendlich wird. 
Wir können eine solche Funktion in der dort angegebenen Weise 
ausdrücken, aber auch in der folgenden: 

Denn wenn man w^ = m um eine Periode vermehrt, permutieren sich 
die übrigen u^^ bis auf Perioden; und die Summe der zu den sämt- 
lichen M^ tretenden Perioden muß Null sein, damit die Gleichung (3) 
fortbesteht. Daraus folgt mit Hilfe von § 20,(12), daß x^ i^i der 
Tat eine elliptische Funktion ist. Wenn femer u mit einem der 
w^'(m^") zusammenfallt, muß ein anderes der u^ mit «o'C^o") zu- 
sammenfallen; daraus folgt, daß ;^(m) in der Tat die' verlangten Pole 
und Nullpunkte hat Der Ausdruck (4) dieser Funktion zeigt aber, daß: 

rK) = -^K)= • ••;ir(wft-i) 

ist. Mit anderen Worten, diese Funktion nimmt jedesmal denselben 
Wert an in je A Punkten, in denen cp und i/^ dieselben Werte an- 
nehmen. Sie nimmt aber überhaupt jeden Wert nur in je k Punkten 
an; gibt man also den Wert von Xy so ist dadurch ein solches 
Punkte-Ä-tupel eindeutig bestimmt, also auch die zugehörigen Werte 
von qp und t//. (p und i// sind also eindeutige Funktionen von x^ 
und da sie außerdem nach § 24, V algebraische Funktionen von x 
sind, müssen sie rationale Funktionen von x sgid« ^so folgt: 

III. Wenn die Zahlen c in den . Gleichungen (2) alle gleich — 1 
sind, lassen sich cp und yj als rationale Funktionen einer Eüfs^ 
variabeln x ausdrücken. 

Wenn aber die Zahlen c nicht alle gleich — 1 sind, kann 
keine von ihnen gleich — 1 sein. Denn man erhält in jedem Falle 
aus (2): 

5) (1 + Co)Mo + ^o = (1 +Ci)Wi + ri = ---=»(l + «Ä-i)«'k-i+yfc-i; 
wäre also z. B. c^, = — 1, aber Cj =[= — 1> so würde folgen, daß 
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v^ =s konst. sei, was doch nicht sein kann. Es ist also dann jeder 
der Werte Wq, Wj, . . ., Mfc«i eine lineare ganze Funktion von jedem 
anderen. Sei etwa t^^ =5(m), so daß für jeden Wert von u die 
Gleichungen bestehen: 

6) (f {s (m)) = (f (tt), 1// {s («)) = tf) [u). 

Ersetzen wir hier u durch s[u) und schreiben wie in § 68 s'^iu) für 
s{s[u)) usw., so sehen wir: die Funktion (p (und ebenso i//) nimmt 
für alle die unendlich vielen Argumentwerte: 

Uy 5(m), s^[u)y . . ., ä*(m), . . . 

denselben Wert an. Sie kann aber als elliptische Funktion den- 
selben Wert nur in einer endlichen Anzahl von Punkten des 
Periodenparallelogramms annehmen; also können die Punkte (6) nicht 
alle modulis Perioden inkongruent sein. Sei etwa 

und folglich auch: 

7) 8^[u) = u. 

Wenn die lineare Funktion ä(m) die Gestalt hat: 

8) s[u)^u + ß, 
wird: 

5*(m) = U + kß. 

In diesem Falle folgt aus Gleichung (7), daß kß eine Periode ist; 
und dann zeigen die Gleichungen (6), daß die Funktionen y und ip 
zu einem Periodenparallelogramm gehören, das nur den ä*®° Teil 
des zuerst angenommenen ausmacht Wir dürfen aber annehmen, 
das Periodenparallelogramm sei von Anfang an so klein gewählt, 
daß es nicht weiter verkleinert werden kann; wir können also diesen 
Fall beiseite lassen. 

Wenn aber in der Gleichung: 

s{;u) ^ au + ß 

u-:^ l ist, können wir sie ersetzen durch: 

9) 8{u) — X =^ cc{u — A). 

Da wir über den Nullpunkt der «-Ebene noch nicht verfügt haben, 
dürfen wir in diesem Falle A = 0, also auch /? = annehnien. 
Dann können wir aus Satz II von § 119 schließen, daß a entweder 
eine zweite, oder eine dritte, oder eine vierte, oder eine sechste 
Wurzel der Einheit sein muß, und in den drei letzten Fällen über- 
dies noch, daß wir es mit einem singulären Periodenverhältnis zu 
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tun haben. In keinem dieser Fälle aber genügen alle elliptischen 
Funktionen des betreffenden Periodenparallelogramms den Glei- 
chungen (6), sondern im ersten Falle nur die rationalen Funktionen 
von pu, im zweiten die rationalen Funktionen von p'u, im dritten 
die von p^u, im vierten die von p'^u. 
Das Eesultat ist also: 

IV. Wenn die Funkäonen (p (u) und rp (u) die Eigenschaft hdben^ 
daß in ihrem toirklichen Periodenparallelogramm zu jedem Wertepaar 
((ff yj), höchstens einzelne ausgenommen, mehr als ein Punkt u gehört, 
lassen sie sich rational durch eine und dieselbe Funktion x (u) ausdrücken. 

Sind umgekehrt (p[u) und ^{^ rationale Funktionen einer 
Funktion xi^)i so gehören zu jedem Wertepaar qp, \ff mehrere 
Punkte M, nämlich diejenigen, in denen x denselben Wert annimmt 

§ 128. Diskussion der Gleichung y^ » ^ (4 

Die Gleichung der Form: 

deren rechte Seite keinen mehrfachen Faktor besitzt, kann stets durch 
elliptische Funktionen erfüllt werden, und zwar durch solche der 
in § 90 untersuchten speziellen Art. Um das zu zeigen, konstruieren 
wir zunächst die zu dieser Gleichung gehörige EiESfANNsche Fläche 
über der ar-Ebene. Zu jedem Wert von x gehören drei Werte 
von y; die Fläche bekommt also drei Blätter. In der Umgebung 
jedes Punktes x^, für den f{x^^O ist, läßt sich jeder der drei 
Zweige von y nach dem binomischen Satz als reguläre Funktion 
von X -^ Xq entwickeln; über jedem solchen Punkte verlaufen also 
die drei Blätter isoliert. In jedem der drei Nullpunkte von f{x) — 
wir wollen sie mit a^, «j, a^ bezeichnen — läßt sich y auf die 
Form bringen: 

2) y = y^-«fc9(*)» 

wo (p{x) eine in der Umgebung von cc^ reguläre Funktion von x 
bezeichnet. In jedem solchen Punkte hängen also alle drei Blätter 
der Fläche miteinander zusammen; bei Umkreisung eines der drei 
Punkte geht jeder Wert y über in ey, wo 6 die bestimmte dritte 
Einheitswurzel: 

3) 6 = I? 3 
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bezeichnet (vgl. I B, § 63). Im Unendlichen findet keine Verzweigung 
' statt; man erkennt das, wenn man die Gleichung (1) in der Form: 

8^ 

schreibt. Definieren wir also die drei Blätter der Fläche dadurch, 
daß y in einem bestimmten Punkt x im ersten Blatt einen be- 
stimmten Wert yj, im zweiten Blatt den Wert cy^, im dritten den 
Wert B^y^ haben soll, und legen wir die Übergangslinie von a^ 
über «j nach a^, so haben wir die Blätter in der in Fig. 47 an- 
gegebenen Weise aneinander zu heften; dann kommt man bei Um-* 
kreisung jedes einzelnen Verzweigungspunktes in positivem Sinne 
aus dem ersten ins zweite, aus diesem ins dritte Blatt, aus diesem 
wieder ins erste zurück. Man kann dann zwei Eückkehrschnitte so 
ziehen, wie in der Figur angegeben (im ersten, zweiten, dritten Blatt 
verlaufende Linien sind bzw. ausgezogen, gestrichelt, punktiert). 
Diese beiden Eückkehrschnitte haben nur einen Punkt (im ersten 
Blatte) miteinander gemein; und 

wenn man die Fläche ihnen ent- -^ ^ 

lang zerschneidet, erhält man eine ^"' ^ ^"Sz? ^^'^^^%^ ^^ x a 

einfach zusammenhängende Fläche. ''>-^:-^7^^ — ^^^ ,_i 3^^''' ^^ 

Man erkennt das am einfachsten, Pig. 47. 

wenn man die Schnitte bis auf die 

Strecke a^ cc^ zusammenzieht, d. h. den Zusammenhang der Blätter 

längs dieser Linie aufhebt, so daß sie nur noch über cc^ a^ hinüber 

zusammenhängen. 

I. Die unzerscknittene Fläche ist also in der Tat vom Geschlecht 1 
gewesen (§ 3, II). 

Man kann auch leicht ein Integral I. Gattung auf der Fläche 
angeben, d. h. ein Integral einer rationalen Funktion von x und y, 
das auf der Fläche überall endlich ist. Eine regularisierende Hilfs- 
variable (§ 4) können wir einführen: 

6) in einem gewöhnlichen Pkt. x^ durch ar — ar^ = ^, dx r=^ dt, 

6) in einem Verzweigungspkt. aj^ durch x — a^ = t^y dx ^ 3t* dt, 

7) in einem unendl. fernen Pkt. durch or = ^"^, rfar = —^-2^^. 

soll also eine rationale Funktion B{x, y) von x und y zu einem 
überall endlichen Integral / H [x, y) dx führen, so ist dazu notwendig 
und hinreichend, daß R auf der Fläche überall regulär ist (in dem 
§ 4, I definierten Sinne), außer in den Verzweigungspunkten, in 
denen sie Pole zweiter Ordnung haben darf, und daß B im Un- 
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dx 



endlichen in jedem Blatte mindestens von der zweiten Ordnung Null 
wird. Anders ausgedruckt: es ist notwendig und hinreichend, daß 
By^ auf der Fläche überall regulär ist. Eine überall reguläre 
Funktion der Fläche ist aber eine Konstante; das kann hier ebenso 
wie in § 5 bewiesen werden. Also folgt: 
II. Das Integral: 

8) «=/,. 

ist ein Integral L Gattung; und jedes andere Integral L Gattung 
• der Fläche kann sich von ihm nur durch einen konstanten Faktor 
unterscheiden. 

Die Periodizitätsmoduln dieses Integrals an den Querschnitten Ä, B 
stehen in einem einfachen Zusammenhang. Denn wir können durch 
erlaubte Abänderung von B erreichen, daß er durch zyklische Ver- 
tauschung der Blätter (1, 2, 3) aus Ä hervorgeht. Es ist also: 



9) / = */ 



und folglich nach § 6, VIII: 

10) 20,3 = - 6«.2a>, = (I + 4#) • 2a>,. 

Ganz wie im VI. Abschnitt können wir nun beweisen: 

III. X und y und überhaupt alle rationalen Funktionen von x und y 
sind elliptische Funktionen von u; 

und zwar wegen der Relation (10) elliptische Funktionen der 
speziellen in § 90 untersuchten Art, nur mit anderer Bezeichnung 
der Perioden als dort. 

Wollen wir explizite Ausdrücke dieser Funktionen haben, so 
müssen wir zunächst die untere Grenze des Integrals u festlegen. 
Legen wir sie etwa nach a^, so gehört, wenn der Wert u dem 
Punkt {x, y) entspricht, der Wert eu zu. [x, sy) und der Wert a^u 
zu {xy e^y). Ausdrücke für pu und p'u erhalten wir dann durch 
folgende Überlegungen: 

Durch Wegschaffen der Nenner und Benutzung der Relation (1) 
kann die allgemeinste rationale Funktion von x und y zunächst auf 
die Form gebracht werden: 

in der die a, i rationale ganze Funktionen von x allein bedeuten. 
Multipliziert man dann im Zähler und Nenner mit 
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und benutzt abermals die Relation (1), so erhält man die andere Form: 

12) ll{x, y) = r, [x] + yr^ {x) + yV, (:r), 

in der r^, r^, r^ rationale Funktionen von x allein sind. 

Da p[tu)^ tpu ist, so folgt, daß wir für pu speziell einen 
Ausdruck der Form erhalten müssen: 

13) pu = yr^{x). 

Diesen müssen wir nur so bestimmen^ daß er für x ^ a^ von der 
zweiten Ordnung^ sonst aber nirgends, oo wird. Es muß also r^{x) 
überall, auch im Unendlichen, endlich sein, ausgenommen in x^a^^ 
wo es (auf der Fläche betrachtet) von der dritten Ordnung unendlich 
werden darf. (In ir s cf^ und xrata^ dürfte es von der ersten Ord- 
nung unendlich werden, aber das kann eine rationale Funktion 
von X allein nicht; also muß es auch dort endlich beiben.) Im 
Unendlichen muß es überdies von der ersten Ordnung Null werden. 
Diese Eigenschaften hat nur 

e 

die Konstante bestimmt sich aus der Vergleichung der Anfangs- 
glieder der Entwicklungen* Man erhält so:^ 

A4) ^^-90?-«,"" 9 y (X - a,f 

und daraus durch Differentiation: 

also: 



15) 






Eine zweite Differentiation ergibt, da 

^ Legt man die untere Grenze in einen beliebigen Punkt (|, rj) der Fläche, 
80 erhält man: 

'«"- si^^Tlji 

fiUBXHABDT, Fonktionen. II, Streite Aufl. 21 
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ist: 

^^J P ^ 27(0;-«^)« ^ 27(a;-ai)' ^^ ^' 

Integration daraus: 

Die Integrationskonstante bestimmt man am bequemsten durch 
Einsetzen von x s= a^y was 

17) pu = 0, p'«= V(°.-«»)K -«.)(«.-«.) 

ergibt. Es ist also g^ bis auf einen Zahlenfaktor gleich der Dis- 
kriminante von f. 

Der zweite der in § 54 a. E. erwähnten Ansätze würde hier 
auf folgende Überlegungen führen: Zieht man den Schnitt Ä bis 
auf die gerade Verbindungslinie der Verzweigungspunkte cCq und a^ 
zusammen und bezeichnet mit y^ den Wert von y auf dem linken 
Ufer dieser Linie im ersten Blatte, so erhält man: 

18) 2 »._/^+/^ = (.-.)/> 

Oo Ol Ol 

t 

Zieht man den Schnitt £ durch das Unendliche hindurch auf die 
Verbindungslinie von cc^ und a^ zusammen, so erhält man ebenso: 

Den Punkten Uq und «g entsprechen also bei unserer Wahl der 
unteren Grenze die in § 90 (p. 220) mit m^ und u^ bezeichneten 
Nullpunkte von pu, und man wird so zunächst zu Gleichung (14) 
zurückgeführt. Den Halbperioden dagegen entsprechen hier zu- 
folge (15) drei Punkte der Fläche, die zu demselben Werte x ge- 
hören, also in den drei Blättern übereinander liegen. 

§ 129. Elliptische Kurven. 

Wir kehren zurück zur allgemeinen Untersuchung deralgebraischen 
Gleichungen zwischen zwei Variabein x und y, die dadurch identisch 
erfüllt werden können, daß man x und t/ als elliptische Punktionen 
I. Art einer Hilfsvariabeln u darstellt. Dazu ist es vielfach zweck- 
mäßig, sich diese Funktionen nach Anleitung von § 22 als Quo- 
tienten von Sigmaprodukten dargestellt zu denken; dabei darf man 
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unbeschadet der AUgemeinheit annehmen^ daß die beiden Ausdrücke 
für z und y denselben Nenner haben, da man sie ja auf gemein- 
samen Nenner bringen kann. Man erhält so den Ansatz: 

oder: 

2) xiyii = n^(^-s)-n^("-*fc)-n^("-^k)- 

Ein etwa allen drei Produkten gemeinsamer Faktor würde be- 
deutungslos sein und weggelassen werden können; dagegen dürfen 
wir den Fall nicht ausschließen, daß zwei von den drei Produkten 
einen gemeinsamen Faktor haben. Die Anzahl der Faktoren ist in 
allen drei Produkten nach § 22, (2) dieselbe und die Konstanten 
a, b, c genügen nach § 22 (3) den Gleichungen: 

3) 2s = 2*k = 2v 

Deuten wir x und j/ als Kartesische Koordinaten eines Punktes 
der Ebene, so stellen die Gleichungen (1) oder (2) eine ebene Kurve 
dar. Die Form dieser Gleichungen legt es nahe, durch die 
Substitution: 

4) ^ = 1^, y»'^ 



5) 



zu homogenen Koordinaten überzugehen und die Gleichungen unter 
Einführung eines für diese geometrische Darstellung bedeutungs- 
losen Proportionalitätsfaktors q so zu schreiben; 

P^2 = n^(^.-^fc) (*== 1,2,. ..,w). 

Man wird dann zweckmäßigerweise von der Benutzung des Kar- 
tesischen Koordinatensystems überhaupt absehen und unter ar^, x^, x^ 
irgendwelche Dreieckskoordinaten eines Punktes der Ebene verstehen. 
Denn man erkennt, daß die Darstellung in der Form (5) von der 
Wahl des Koordinatendreiecks insofern unabhängig ist, als eine 
Kurve, die für irgend ein Koordinatendreieck in dieser Gestalt «ich 
darstellen läßt, für jedes Koordinatendreieck eine solche Darstellung 
zuläßt. Der Übergang von einem Fundamentaldreieck zu einem 
anderen geschieht nämlich durch eine homogene lineare Substitution; 
wegen der Relationen (3) ist aber jede homogene lineare Verbindung 
von ar^, or^, arg eine JACOBische Funktion w*®' Ordnung und läßt sich 
als solche auf Grund von § 40, IV als Sigmaprodukt derselben Art 
darstellen, wie sie in (5) auftreten. 

21* 
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Von dieser Formulierang aus gelangt man nun zu folgender 
Verallgemeinerung: Man bezeichne mit x^^ '21 ••*> '» homogene 
Koordinaten eines Punktes in einem Räume von tu— 1 Dimensionen 
und setze: , 

6) gx,^T,[u) (i«l,2,..., m), 

wo die T^{u) gleichändrige jACOBische Funktionen n^ Ordnung be» 
deuten sollen, die nicht alle einen gemeinsamen Nullpunkt haben. 
Betrachtet man dann u allein als yariabeli so stellen diese Gleichungen 
eine Eur^e in dem genannten Baume dar. Man nennt eine solche 
Kurve eine eUiptitche Kurve, Sie hat mit jeder linearen Mannig- 
faltigkeit (m — 2)^' Dimension dieses Baumes, der sie nicht ganz 
angehört, n Punkte gemein. Denn jede lineare homogene Verbindung 
der x^ ist eine mit den T^{u) gleichändrige JACOBische Funktion, 
hat also nach § 37, IV gerade n Nullpunkte, wenn sie nicht 
identisch Null ist 

Nun gibt es nach dem HBrnarsschen Satz (§ 40, V) nicht 
mehr als n yoneinander linear unabhängige jACOBische Funktionen 
^ter Ordnung. Ist also m > n, so müssen zwischen den m Funk- 
tionen T^iji) notwendig n — m verschiedene homogene lineare Be- 
lationen identisch bestehen; mit anderen Worten, es gilt der Satz: 

I. Ist m> n, so liegt die durch die Gleichungen (6) dargestellte 
Kurve ganz in demjenigen ebenen Räume von geringerer Dimensionen' 
zahl, der durch diese Relationen aus dem zuerst angenommenen Räume 
ausgeschieden wird. 

n. Ist m ^ n und sind die T.(u) voneinander linear unabhängig, 
so nennen wir die Kurve (2): elliptische Normalkurve des Raumes 
von (m — 1) Dimensionen, 

Ist m < n und sind die T^(^ yoneinander linear unabhängig, 
so können wir nach dem positiven Teil des HEKMlxjsschen Satzes 
(§ 43) noch n — m von ihnen und yoneinander linear unabhängige 
und mit ihnen gleichändrige Funktionen 7^ ^ ^ (u), . . , 2^^ («) angeben. 
Wir können femer unseren Baum R^ als in einem Baume R^ von 
7t -« 1 Dimensionen gelegen denken, in welchem x^, ^2>****>^m> 
^m-^i' ' ' ' ^n bomogene Punktkoordinaten sind; die Gleichungen: 

7) P^< — ^iW (* =Ä 1, 2, . . ., ?w, m + 1, . . ., ?i) 

stellen dann eine elliptische Normalkurve dieses Baumes dar. Aus 
ihr entsteht die Kurve (6), indem man sie (m ^ n) mal je von einer 
Ecke des Koordinatensystems aus auf die gegenüberliegende Mannig- 
faltigkeit projiziert. Es gilt also der Satz: 
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m. Jede elliptiaehe Kurve «^ Ordnung^ die in einem ebenen 
Baum von weniger als n-^ 1 Dimensionen Uegty läßt sich als ProjehUan. 
einer elliptischen Normalkurve des Baumes von n Dimensionen ansehen. 

Umgekehrt wird durch eine solche Projektion aus jder Normal** 
kurve des S^ im allgemeinen eine elliptische Kurve n^ Ordnung 
des B^ erhalten. Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn einer 
oder mehrere der sukzessive zum Projektionszentrum gewählten 
Punkte auf der Kurve selbst liegen. Dann haben nämlich die übrig 
bleibenden Funktionen T^ als Sigmaprodukte dargestellt, einen oder 
mehrere Faktoren gemein; streicht man diese weg, so sieht man, 
daß die erhaltene Projektion in diesem Falle von niedrigerer als der 
n*®** Ordnung wird. 

§ 130. Die ebene Kurve dritter Ordnung oiine singulare Punicte. 

Betrachten wir zunächst den speziellen Fall m «= 3, n :ss 8; 
seien also in den Gleichungen: 

1) QX,^T^{U), QX,r^T,{u), QX^^T,{U) 

^1? ^%9 ^z ^^®^ voneinander linear unabhängige gleichändrige 
jACOBische Funktionen dritter Ordnung. Die erste BVage ist, ob 
zu inkongruenten Werten u auch immer verschiedene Punkte der 
Kurve gehören. Dabei dürfen wir annehmen, es sei bereits das 
„wirkliche" Periodenparallelogramm der aus den T durch Division 
hervorgehenden elliptischen Funktionen eingeführt; dann folgt aus 
§ 127, IV: 

I. Wenn zu jedem Punkte der Kurve zwei oder mehrere inkon^ 
gruente Werte von u gehören^ lassen sich die beiden Quotienten T-^ (u) : T^ (u) 
und T^(u):Tq(u) als rationale Funktionen einer Hüfsvariabeln t dar- 
stellen, die selbst eine elliptische Funktion von u ist. 

Eine elliptische Funktion erster Ordnung . gibt es überhaupt 
nicht (§14, VI); durch eine elliptische Funktion zweiter Ordnung 
läßt sich eine solche dritter Ordnung nicht rational darstellen. 
Folglich muß t eine elliptische Funktion dritter Ordnung von u und 
^1 : Tg, T^: T^ müssen lineare Funktionen von ihr, also (IB, § 14, VI) 
auch voneinander sein. Daraus folgt: 

n. In diesem Falle stellen die Gleichungen (1) eine (dreifach 
überdeckt zu denkende) gerade Linie vor., 

In jedem anderen Falle gehören zu inkongruenten Werten von u 
im allgemeinen auch verschiedene Punkte der Kurve. Ja man kann 
sogar zeigen, daß das ausnahmslos gilt Denn wenn etwa zu zwei 
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inkongruenten Werten u^, u^ derselbe Punkt der Kurve gehörte, so 
kötante man wegen § 129 unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
es sei der Punkt x^ = ar, as 0; dann hätten T^^ und T^ zwei und 
folglich nach § 40, lY auch den dritten Nullpunkt gemein, unter- 
schieden sich also nur durch einen konstanten Faktor und die Be- 
dingungen des Satzes I wären erfüllt. 

Bilden wir weiter eine homogene lineare Funktion der x: 

so wird dieselbe eine mit den TJ(u) gleichändrige Funktion^ hat 
also auch drei Nullpunkte. Da jedem von diesen nur ein Kurven- 
punkt entspricht, so folgt: 

ni. Die Kurve (1) hat mit jeder Geraden A (x) = drei Punkte 
gemein^ ist also t>on der dritten Ordnung. 

Kein Punkt der Kurve kann die Eigenschaft haben, daß jede 
durch ihn gehende Gerade die Kurve nur noch in einem von ihm 
verschiedenen Punkt schneidet. Denn wäre das für den Punkt 
x^ = x^ = der Fall (der ja beliebig ist), so hätten T^ und T^ einen 
doppeltzählenden Nullpunkt gemein; daraus würde wie oben folgen, 
daß sie sich nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Es 
gilt also der Satz: 

ly. Außer im Falle des Satzes I hat die durch die Gleichungen (1) 
dargestellte Kurve keinen singularen Punkt 

Eine ganze homogene Funktion n^^ Grades der x wird durch u 
ausgedrückt eine jACOBische Funktion der Ordnung 3n, hat also 
3n Nullpunkte. Daraus folgt: 

V. Die Kurve (1) hat mit jeder algebraischen Kurve n'*^ Ordnung 
3n Punkte gemein. 

Sei C^ [x) = die Gleichung einer solchen Kurve, A{x) = die 
irgend einer geraden Linie. Dann ist der Quotient 0^ : J", als Funk- 
tion von u betrachtet, eine elliptische Funktion erster Art. Be- 
zeichnet man also mit a die Summe der Nullpunkte von A^ mit 
Wj, Wa> • • •' *^8n ^^® Nullpunkte von (7„, so ist nach dem AsELSchen 
Theorem: 

2) u^+ u^ + . . . + u^^^na (modd. Per.), 

also unabhängig davon, welche C^ man gewählt hat. Insbesondere 
ist diese Summe für jede gerade Linie gleich a. Der Wert dieser 
Konstanten a hängt ab von der Wahl des Nullpunkts in der t£- Ebene; 
unbeschajlet der Allgemeinheit können wir ihn so gewählt denken, 
daß a s= wird. Dann gilt der Satz: 
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VI. Die 3 n Schnittpunkte unserer Kurve dritter Ordnung mit irgend 
einer Kurve n^^ Ordnung sind durch die Relation verbunden 

3) Mj + Mj + . . . + Mg^ ^ (modd. Per.). 

Sind umgekehrt auf unserer Kurve 3n Punkte gegeben, deren 
Argumente u der Belation (2), bzw. (3) genügen^ so kann man nach 
§ 22, I stets eine mit den n*®° Potenzen der T^ gleichändrige 
jACOBische Funktion (3n)**^ Ordnung bilden, die alle diese Punkte 
zu Nullpunkten hat. Eine solche Funktion läßt sich aber stets als 
ganze homogene Funktion w*®° Grades von T^, 2^,, T^ darstellen. 
Denn zvdschen den T^, T^, T^ kann keine andere homogene Relation 
bestehen, als die Gleichung dritten Grades /i (^j? ^2> ^s) '^ ^> ^^® 
eben unsere Kurve vorstellt, und natürlich diejenigen Relationen 
M.f^O, die aus ihr durch Multiplikation mit irgend einer homo- 
genen Funktion M entstehen; bestände darüber hinaus noch eine 
weitere, so würde man durch Elimination von T^ zu einer homogenen 
Relation zwischen T^ und T^ allein gelangen können, so daß T^ und T^ 
nicht linear unabhängig wären, gegen die Voraussetzung. Sei 
x^'^x^ß xjr[a + ^ + y = 3) ein Glied, das in f wirklich vorkommt, 
so kann demzufolge keine Relation n^^ Grades allein zwischen den- 
jenigen Produkten von Potenzen der x bestehen, die durch x^"^ x^ß x^y 
nicht teilbar sind. Also sind diese Produkte linear unabhängig; 
und da ihre Anzahl in jedem Falle = 3 n ist, so folgt, daß sich jede 
mit ihnen gleichändrige jACOBische Funktion (3 7i)*®' Ordnung linear 
durch sie ausdrücken läßt. Also gilt der Satz: 

VII. Wenn 3 n Punkte unserer Kurve durch die Relation (3) ver- 
bunden sind, gibt es stets (mindestens) eine durch sie hindurchgehende 
Kurve n'**" Ordnung, die die gegebene Kurve dritter Ordnung nicht als 
Bestandteil enthält. 

Aus diesen Sätzen ergeben sich eine Reihe von Anwendungen 
mit Hilfe der Teilungsprobleme (§§ 104 und 114). Nehmen wir z. B. 
einen Schnittpunkt einer Geraden als gegeben an und verlangen die 
Gerade so zu bestimmen, daß die beiden anderen Schnittpunkte zu- 
sammenfallen (mit anderen Worten, verlangen wir von einem ge- 
gebenen Punkt der Kurve selbst aus Tangenten an sie zu ziehen) 
so muß: 

4) 2 Mj ^ — Wj + a 

sein. Die Aufgabe, u^ aus dieser Gleichung zu bestimmen, ist das 
allgemeine Zweiteilungsproblem; sie hat nach §§113 und 114 vier 
Lösungen. Ist u^ eine von ihnen, so sind die drei anderen; 

5) ««a + ^i' ^2 + ^3* ««a + ^s- 
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Sei ferner verlangt, die Wendetangenien der Kurve zu bestimmen^ 
d. h. diejenigen Geraden, die drei zusammenfallende Punkte mit ihr 
gemein haben^ so ist das auszudrücken durch: 

6) 3u^a, 

Das ist das allgemeine Dreiteilungsproblem, das neun Lösungen hat; 
ist eine derselben u^, so sind sie: 



7) 



, 4 Wg , 2 0)1 + 4 a>8 , 4 o)i -H 4 o)s 

«i+nr-. ^+ 's ' «> + — 8 — 



Man sieht übrigens, daß die oben zur Vereinfachung gemachte An- 
nahme, a sei gleich Null, darauf hinauskommt, daß man den Wert 
w = einem Wendepunkt der Kurve zuordnet 

Aus den Argumenten (7) der Wendepunkte ergeben sich ihre 
Gruppierungsverhältnisse. Man erkennt zunächst: 

Vm. Jede Geradcj die zwei Wendepunkte verbindet, schneidet die 
Kurve noch in einem dritten Wendepunkt 

Drei solche Punkte: 

tt, + 2Aaü)i+2^aO), ^^ ^ j^ 2, 3) 

liegen nämlich nach YII auf einer Geraden, wenn die beiden Kon- 
gruenzen erfüllt sind: 

Ai+^ + ^ = 0, |tAj+|U2+iW3 = (mod. 3). 

Diese Kongruenzen gestatten aber zwei von den drei Wendepunkten 
beliebig anzunehmen; der dritte ist dann durch sie bestimmt. 
Solcher „Wendelinien^^ gibt es: 

dann den ersten Wendepunkt kann man auf neun Arten wählen, den 
zweiten dann noch auf acht Arten ; bei dieser Art abzuzählen, wird 
aber jede Wendelinie 3! mal erhalten. In dem Schema (7) liegen 
je die drei Punkte einer Horizontalreihe auf einer Geraden, ebenso 
je die drei Punkte einer Vertikalreihe, endlich je drei Punkte, die 
ein Glied der Determinante geben würden, wenn man das Schema 
als eine solche behandeln würde. Daraus folgt: 

IX. Die zwölf Wendelinien ordnen sieh zu vier „ Wendedreiecken^' 
zusammen, deren jedes sämtliche neun Wendepunkte enthält 
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Eine ähnliche Frage ist die nach den y^extaktischen** Punkten. 
Da ein Kegelschnitt von fünf Eonstanten abhängt, kann man ihn 
so bestimmen, daß er mit unserer Kurve in einem gegebenen 
Punkte u^ fünf konsekutive Punkte gemein hat (eine Berührung 
vierter Ordnung mit ihr eingeht); der sechste Schnittpunkt ist dann 
durch die Kongruenz: 

8) 6 t^i + Wg ^ 2 a (modd. Per.) 

bestimmt Er ist im allgemeinen von dem gegebenen Punkt ver» 
schieden und fällt nur in dem Falle mit ihm zusammen, daß 

9) 6 ti^ B 2 a (modd. Per.) 

ist. Es gibt 36 verschiedene Punkte, deren Argumente dieser 
Kongruenz genügen; unter ihnen sind aber die neun Wendepunkte, 
für die der sechspunktig berührende Kegelschnitt in die doppelt 
gezählte Wendetangente ausartet. Nur die 27 übrigen Punkte sind 
eigentliche sextaktische Punkte; sie ordnen sich den Wendepunkten 
in der Weise zu, daß zu jedem Wendepunkt u^ drei sextaktische 
Punkte: 

10) «^l+«il ««i+<»2? ^1+^3 

gehören. Diese liegen nach VII auf einer Geraden, „der harmoni- 
schen Polaren des Wendepunkts^^. 
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dritter Ordnung. 

Die Sätze über die Wendepunkte gestatten, die Gleichung der 
Kurve durch Einführung geeigneter Koordinatensysteme auf zwei 
sehr übersichtliche Formen zu bringen. 

Wählt man erstens eine Wendetangente ^ z. B. die im Punkte, 
M = 0, die zugehörige harmonische Polare und irgend eine Gerade 
durch den Wendepunkt zu Seiten des Koordinatendreiecks, so erhält 
man bei passender Bestimmung des Einheitspunktes Gleichungen 
der Form: 



1) 



Q (T (U - CJ,) (T (^ - (Jg) a{u - CDs) 

Q X^ = ^ , 

^ ^ dCOl (TÖj (Tüg 

(7 (u) (T (u + a) a (u — a) 
P ^a = i 
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oder nach § 23, (1) und (14): 

Also lautet die Gleichung der Kurve in diesem Falle: 

oder wenn man die dritte Seite des Koordinatensystems so wählt, daß 
pa = wird, einfach: 

4) y^ = 4ar8-^2ar-yg. 

Wählt man aber zweitens ein Wendedreieck zum Koordinaten- 
dreieck, so erhält man Gleichungen der Form: 



Qx^^ au a(u l^jo- lu + -^j , 



5)- 



P^2 = ^(«^-^)ö-(m- 



2 öl - 2 



^j ^ ^^ + lf^2a^) , 



Dann ist: x^^ + x^^ + x^^ eine ^-Funktion neunter Ordnung, die in 
jedem der neun Wendepunkte Null wird. 

[Setzt man z. B. w = ""I^j ^^ y^ivA. or^ = 0, 



/2(öi-4fi>g\ l 2(o^\ /4(ai + 



2fi), 



Es ist aber: 

/2wi+4£Ö3\ /— 4 0)1 — 2 ©3,0 ,0 \ 

<^[ 3 ^j = ^( ^3 ^ + 2(ö, + 2o>3j 

(2 171 + 2»7,) ( ~ ""'" "* + a>i + a>,) 



— 4 fiii — 2 «3 
8 



). 



4 öj — 2 üg 



.)_.(. 



— 2 öj + 4 ojj 



3 / V 3 

— 2<»j + 4o7( 



__ ^ (2»7i-2»7,) (- 



+ Wi — COj j 



also: 



+ 2«! -2ö>3J 



— 2 (öl + 



X3 =- <? 



'S »7i ' —3— + 'S »78 • — 3 



3 
2ni 



*^2 — """ ^ ^2 



^). 



wegen § 19, (14)]. 
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Sie kann sich also von x^ x^ x^ nur durch einen konstanten 
Faktor unterscheiden, und es hesteht folglich für alle Punkte unserer 
Kurve eine Gleichung der Form: 

6) x^^ + x^^ + x^^ + Qmx^x^x^^O. 

Wenn es umgekehrt auf algebraischem Wege gelingt, die Glei- 
chung einer vorgelegten ebenen Kurve dritter Ordnung durch Ein- 
führung eines neuen Koordinatendreiecks in eine der Formen (4) 
oder (6) zu transformieren, so ist damit zugleich eine Parameter- 
darstellung der Kurve der Form (1), bezw. (5) gegeben. 

§ 132. Die Raumkurve vierter Ordnung erster Spezies. 

Wir nehmen jötzt den Fall n = 4, m = 4 der allgemeinen 
Untersuchung von § 129 vor. Es seien also in den Gleichungen: 

1) QX^^T^{U), QX^^T^{U), QX^^T^[u)y QX^^T^[U) 

die T voneinander linear unabhängige jACOBische Funktionen vierter 
Ordnung. Dann folgt wie in § 130, 1: 

I. Wenn zu jedem Punkte der Kurve (1) inkongruente Werte von u 
gehören^ lassen sich die Quotienten der T als rationale Funktionen einer 
Hüfsvariabeln t darstellen, die selbst eine elliptische Funktion von u ist 

Diese elliptische Funktion ist dann entweder vom vierten oder 
vom zweiten Grad; die Quotienten der T sind also entweder lineare 
oder quadratische Funktionen von ihr. Daraus folgt: 

IL Die Gleichungen (1) stellen in diesem Falle entweder eine vier* 
fach überdeckte Gerade oder einen doppelt überdeckten Kegelschnitt vor. 

Wenn das aber nicht der Fall ist, kann man (vgl. § 129, p. 323) 
unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, die vier Ecken des Koor- 
dinatentetraeders lägen auf der Kurve und seien einfache Punkte 
derselben; dann haben je drei der vier T^ einen, aber auch nur 
einen gemeinsamen Faktor. Unter den vier 7^. müssen drei sein, 
zwischen denen keine lineare homogene Relation besteht; denn be- 
stände je eine solche zwischen je dreien von ihnen, so bestände 
auch eine zwischen allen vieren, gegen die Voraussetzung. Seien 
T^^f T^{;fi)j ^sC««) linear unabhängig; hebt man ihren gemeinsamen 
Faktor, so sieht man (vgl. § 129 a. E.): 

IIL In jedem anderen Falle ist die Projektion der Kurve (1) von 
einem ihrer Punkte aus auf irgend eine Ebene eine Kurve dritter Ord' 
nung ohne singtdäre Punkte. 
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Daraus folgt wegen § 130, lY: 

IV. Außer im Falle I besitzt unsere Kurve keinen singulären Punkt, 
Ferner ergeben sich analog wie § 130, III, V, VI die Sätze: 

V. Unsere Kurve hat mit jeder Ebene vier Punkte gemein^ ist also 
von der vierten Ordnung, Man nennt sie ßaumkurve vierter Ordnung 
erster Spezies, 

VI. Mit jeder algebraischen Flache vf^ Ordnung hat unsere Kurve 
4n Punkte gemein, deren Argumente durch die Relation verbunden sind: 

2) ttj + Mg + . . . + M^^ ^ (modi Per.) 

Nicht 80 einfach ist die ümkehrung dieses letzten Satzes zu 
beweisen. Nur den einfachsten Fall n = 1 können wir sofort er- 
ledigen: denn man sieht, daß man eine mit den gegebenen gleich- 
ändrige JACOsische Funktion bilden kann, die in drei gegebenen 
Punkten und also auch in einem vierten, durch die Relation (2) mit 
ihnen verbundenen, Null wird. Da aber die vier gegebenen Funk- 
tionen (1) als linear unabhängig vorausgesetzt waren, so ist diese 
neue Funktion nach § 40, V als lineare Funktion der gegebenen 
darstellbar. Daraus folgt: 

VII. Vier Punkte der Kurve^ deren Argumente durch die Relation 
verbunden sind: 

3) Wj + ttg + «3 + M^ ^ (modd. Per.) 

liegen stets in einer Ebene. 

Von den an diesen Satz sich knüpfenden Anwendungen der 
Teilungsprobleme sei hier nur die Frage nach den Hyperoskulations- 
ebenen erwähnt, d. h. nach denjenigen Ebenen, deren Schnittpunkte 
mit der Kurve alle vier zusammenfallen. Diese Schnittpunkte ge- 
nügen der Kongruenz: 

4) 4w = (modd. Per.); 

daraus folgt nach § 104, daß ihre Anzahl 16 beträgt Wählt man 
eine solche Ebene, eine von ihr verschiedene Ebene durch die zu- 
gehörige Tangente, eine dritte Ebene durch den Berührungspunkt, 
aber nicht durch die Tangente, und eine vierte Ebene zu Koordi- 
natenebenen, so kann man die Grleichungen der Kurve, bei ge- 
eigneter Bestimmung der hierin noch willkürlichen Elemente, auf 
die Form bringen (§ 131, 2): 

5) X = pu, y=p'uy z^p^u. 

Hieraus ergibt sich 

Vin. eine algebraische Darstellung der Kurve, bei der sie als 
vollständiger Schnitt der beiden Flächen zweiter Ordnung: 
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erscheint. 

Jede Gerade einer dieser Flächen zweiter Ordnung hat mit der 
Eorre zwei Punkte gemein^ nämlich diejenigen beiden Punkte^ in 
denen sie die andere Fläche schneidet 

Auch ohne solche spezielle Wahl des Koordinatensystems kann 
man sich dayon überzeugen, daß unsere Kurve Grundkurre eines 
Büschels von einfach unendlich vielen Flächen zweiter Ordnung ist. 
Denn aus den vier Funktionen T. kann man zehn Quadrate und 
Produkte bilden; von diesen müssen sich nach § 40, V mindestens 
zwei linear und homogen durch die übrigen ausdrücken lassen. Es 
können aber auch, außer im Falle I, nicht mehr als zwei von- 
einander linear unabhängige Flächen zweiter Ordnung durch die 
Kurve gehen; denn der einzige sonst noch denkbare Fall, daß unsere 
Kurve in eine Gerade und eine Raumkurve dritter Ordnung zerfiele, 
wird dadurch ausgeschlossen, daß diese letztere eine rationale 
Kurve ist. 

Durch jeden Punkt des Raumes kann folglich eine Fläche 
zweiter Ordnung gelegt werden, die unsere Kurve ganz enthält Da 
durch jeden Punkt einer solchen Fläche zwei Gerade gehen, die 
ganz in ihr liegen, so folgt: 

IX. Durch eia^n Punkt des Saumes gehen im allgememen zwei 
Sehnen der Kurve* 

Daraus folgt: 

Durch Projektion unserer Kurve von einem nicht auf ihr ge- 
legenen Punkte erhält man eine ebene Kurve vierter Ordnung mit 
zwei Doppelpunkten. Wählt man das Projektionszentrum speziell: 

a) auf einer Tangente der Kurve; 

b) im Schnittpunkt zweier Tangenten; 

c) auf einer der durch die Kurve gehenden Kegelflächen II. 0. ; 

d) auf einer Tangente in einem Hyperoskulationspunkt; 

e) in der Spitze einer der genannten Kegelflächen, 
so erhält man als Projektion bzw. 

a) eine ebene Kurve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt 
und einer Spitze; 

b) eine solche mit zwei Spitzen; 

c) desgL mit Selbstberührung; 

d) mit Schnabelspitze; 

e) einen doppelt überdeckten Kegelschnitt 
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§ 133. Korrespondenzen auf elliptischen RiEMANNschen Flächen. 

Wir wollen noch die folgende Frage beantworten: 
Auf welche Weise kann eine elliptische RisMANNSche Fläche so 
analytisch auf sich selbst bezogen werden ^ daß jedem ihrer Punkte x 
a Punkte y und umgekehrt jedem Punkte y ß Punkte x entsprechen? 
Man sagt dann: man hat auf der Fläche eine [u, ßy Korrespondenz, 
Seien die u Punkte y, die einem Punkte x entsprechen, in be- 
liebiger Aufeinanderfolge mit: 

1) y', y",...,y(») 
bezeichnet; sei femer allgemein: 

2) _JL.f4^ = ,,(y) 

gesetzt. Betrachten wir dann allgemein die Summe: 

3) V^v[y) + v{y")+ ... +r(y(«)) • 

als Funktion von a;, so sehen wir: sie ist für alle Werte von x 
endlich; und wenn x einen Periodenweg durchläuft, können sich die y 
nur untereinander permutieren, U kann sich also nur um eine von x 
unabhängige Größe vermehren. Daraus folgt nach § 6, XI und § 7, II: 

4) ?7'= — Är(^) + Äj, 

wo Ä und Äj von x unabhängige Größen bedeuten. Der zweiten 
können wir durch die Wahl der unteren Grenze der Integrale einen 
beliebigen Wert, z. B. den Wert erteilen ; über die erste erhalten 
wir näheren Aufschluß, wenn wir x einen bestimmten Perioden weg 
durchlaufen lassen. Wir finden so die beiden Gleichungen: 

\ 7 + Jr = — AT, 

in denen a, ß, y, S ganze Zahlen bedeuten. Aus ihnen folgt durch 
Elimination von k für r die quadratische Gleichung: 

6) ßj:2 + [a-S)T'-r^^' 

Wenn also die vorgelegte elliptische Fläche nicht komplexe Multi- 
phkation (§119) zuläßt, muß 

7) ß = 0, cc = S = '-k, yr=0 

sein; es ist also dann k eine ganze Zahl, die man die Wertigkeit 
der Korrespondenz nennt. Eine solche Korrespondenz nennt man 
eine Wertigkeitskorrespondenz] man kann somit den Satz aussprechen: 
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I. Auf einer nicht singulären elliptischen Fläche existieren keine 
anderen Korrespondenzen als Wertigkeitshorrespondenzen, 

Um zu einer algebraischen Darstellung solcher Korrespondenzen 
zu gelangen^ setzen wir zur Abkürzung: 



und bezeichnen mit x einen variabeln Punkt, mity', y", . . .,y^"^ die 
ihm entsprechenden Punkte; mit x^ einen festen Punkte mit 
Vo^ Vo'j • • 'jVo^^ die ihm entsprechenden; endlich mit y einen variabeln, 
mit y^ einen festen Punkt. Dann ist das Produkt: 

v\ Fix v\ = f__?:M^)__l* . fr ^(y*^ y^^^) 

als Funktion von y betrachtet, eine Funktion der Fläche (§ 4 a. E.); 
denn wenn y einen Periodenweg durchläuft, tritt zu ihr ein Ex- 
ponentialfaktor (§ 20, 12), dessen Exponent sich vermöge der Glei- 
chung (4) und der entsprechenden Gleichung für Xq und die y^W als 
Null ergibt. Sie hat die Punkte y^»") zu Nullpunkten, die Punkte yQ^^^ 
zu Polen; außerdem entweder x zum A-fachen Nullpunkt und Xq 
zum Ä- fachen Pol oder x zum (— Ä)- fachen Pol und Xq zum 
(— Ä)-fachen Nullpunkt, je nachdem k positiv oder negativ ist. Läßt 
man andererseits x einen Periodenweg durchlaufen, so sieht man 
zunächst nur ein, daß zu der Funktion F{x, y) ein Exponential- 
faktor tritt, dessen Exponent gleich: 

y 



dx 



vm 

st, unter m^ und m^ irgendwelche ganze Zahlen verstanden; da 
aber die Funktion nach wie vor eine algebraische Funktion von y 
bleiben muß, muß m^ ^i + »Wg T/g = sein, und es ergibt sich, daß 
F{x, y) auch als Funktion von x eine Funktion der Fläche ist. 
Damit ist der Satz bewiesen: 

II. Jede Wertigheitskorrespondenz auf einer elliptischen Riemänn" 
sehen Fläche läßt sich algebraisch darstellen durch Nullsetzen einer 
Funktion F(xj y), die in bezug auf jedes ihrer Argumente eine Funktion 
der Fläche ist. Wird x festgehalten, so wird F(x, y) als Funktion 
von y k-fach 0, bzw. (— k)'fach oo für y ^ x und je einfach in 
den a Punkten yW, die dem x entsprechen; wird y festgehalten, so 
gilt Analoges. 
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Wir bilden femer die Funktion: 

Auch sie ist eine Funktion der Fläche; denn wenn x einen Perioden- 
weg 2 07 durchläuft^ tritt zu ihr ein Exponentialfaktor, dessen Ex- 
ponent gleich ist: 

y/a) «0 Ifo 

mit denselben Werten der ganzen Zahlen m^ und m^ wie vorhin. 
Da wij i?i + rwj i7j = ist, so folgt aus (8) und der entsprechenden Glei- 
chung für Xq und die j/q^""^, daß der ganze Exponent ist^ daß also 
F{x) eine Funktion der Fläche ist Sie wird je A-fach oo fiir or = ar^ 
und ar=y^, je einfach in den cc Punkten t/^^^^ und in den ß Punkten x, 
die dem Punkte y^, als einem Punkte t/ entsprechen (denn fOr diese 
fällt je eines der y**) mit y zusammen). Also muß sie auch 
cc+ß+2k Nullpunkte haben; sie wird aber nur Null, wenn x mit 
einem der ihm selbst zugeordneten Paukte ^^^ zusammenfällt. 
Einen solchen Punkt x nennt man einen Eoinzidenzpunkt der 
Korrespondenz; damit kann man den bewiesenen Satz folgender- 
maßen aussprechen: 

m. JSine k-^wertige [cc, ß) Korrespondenz auf der eüipHschen 
Fläche hat 

12) C=^a + ß + 2k 

Koinzidenzpunkte. 

Diese Zahl C kann ihrer Bedeutung nach niemals negativ sein; 
sie kann aber auch nicht größer sein als 2{a+ß). Denn setzen wir: 

13) u^ f-^, 1.(0= f-^ 

und bilden das Produkt: 

14) <b{x)^ XV<pu^puf^^\ 

so sehen wir, daß es eine elliptische Funktion I. Art von u ist, da 
die symmetrischen Funktionen der tr(*') solche Funktionen sind. 
Unbeschadet der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, u » 0, d. h. 
die untere Grenze der Integrale, sei kein Koinzidenzpunkt; dann 
wird 0(ar) unendlich von der Ordnung 2 a für m = und je von 
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der Ordnung 2 in jedem der ß Punkte u, die umgekehrt dem w? = 
entsprechen. Also hat 0(x) auch 2a + 2 ß Nullpunkte; unter diesen 
müssen die Koinzidenzpunkte sein. — Der Schluß versagt in dieser 
Form für Korrespondenzen, für die ein t£>W stets = — m ist, da 
dann 0(ar) identisch Null ist; aher für solche ist u = Koinzidenz- 
punkt. Es gilt somit allgemein der Satz: 

IV. Die Zahlen C und k sind durch die Ungleichungen beschränkt: 

15) 0^C^2« + 2i9, -J^^Ä^-^^. 

Insbesondere gibt es nur zwei Arten, eine nicht singulare 
elliptische BiEMANNsche Fläche umkehrbar eindeutig auf sich selbst 
zu beziehen, oder nur zwei Arten von- (1, 1) Korrespondenzen auf 
der Fläche: 1- wertige und (— 1)- wertige. Die ersteren sind durch 
Gleichungen der Form: 

16) M + M> = c, 

die letzteren durch Gleichungen der Form: 

17) u — w = c 

definiert. Die ersteren haben je vier Koinzidenzpunkte: 

18) y, y + ß^i, Y + ö>2' Y + ^3^ 

die letzteren keine. 

Ist die Gleichung (6) nicht identisch erfüllt, so erhält man aus 
den Gleichungen (5) durch Elimination von r auch für ä eine Glei- 
chung zweiten Grades (vgl. § 119, (5)): 

19) Ä2~(ßf + 5)Ä + n = 0. 

Soll die Korrespondenz insbesondere eine (1, l)-deutige sein, so muß, 
wie man durch Vertauschung von x und y in der Gleichung (4) 
findet, auch 1/ä einer Gleichung derselben Form wie (19) genügen, 
d. h. einer Gleichung, in der der Koeffizient von A* gleich 1 und 
die übrigen Koeffizienten rationale ganze Zahlen sind. Das ist nur 
für 71 = ± 1 der Fall; da n = — 1 nach § 119, (7) ausgeschlossen 
ist, so folgt, daß n =: + 1 sein muß. Satz 11 von § 119 gibt dann 
das Besultat: 

IV. Ändere (1, 1)' deutige Korrespondenzen als die durch (16) 
und (17) gegebenen existieren nur in den §§ 89 und 90 behandelten 
speziellen Fallen; 

nämlich im harmonischen Falle: 

20) M — c = ± i[w — c) 

BuBKHABDT, Funktionen. 11. Zweite Aufl. 22 
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mit den zwei Koinzidenzpunkten: 

21) c und c + cogj 
im äquianharmonischen Falle: 

22) u -^ c =i e{w -- c) 

mit den drei Koinzidenzpunkten (vgl. § 90, (6)) : 

23) c, c + f(l-€)aji, c-|(l-6)ö)i- 



X 



nx 



Im letzteren Falle kann £ irgend eine der vier Größen e ^ , 
X = ly 2, 4, 5 bedeuten. 



FÜNFZEHNTEE ABSCHNITT. 



Lineare Differentialgleichungen H. Ordnung, deren Koeffi- 
zienten elliptische Funktionen und deren Integrale ein- 
deutige Funktionen der unabhängigen Veränderlichen sind. 

§ 134. Der Satz von Picard. 

(Obwohl die Sätze dieses Paragraphen für lineare Diflferential- 
gleichungen beliebiger Ordnung gelten, wollen wir uns doch bei 
ihrer Entwicklung auf lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
beschränken.) 

Es sei eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung vorgelegt: 

Wir müssen die beiden folgenden Sätze als bekannt voraussetzen: 

I. In jedem einfach zusammenhängenden Bereiche, in dem fi{u) 
und f^ [u) sich regulär verhalten, existieren zwei nicht bloß um einen 
konstanten Faktor verschiedene reguläre Funktionselemente y^ (w), y^ (m), 
deren jedes, in die Gleichung (1) eingesetzt, sie identisch befriedigt, 

II. Jede in einem solchen Bereiche reguläre Funktion y{u\ die in 
die Gleichung (1) eingesetzt sie identisch befriedigt, läßt sich als lineare 
homogene Kombination der beiden Elemente y^ (w), y^ (m) mit von u un-- 
abhängigen Koeffizienten darstellen: 

2) y(w) = Ciyi(w) + C2y2(M). 
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Wenn man aus dem Funktionenelement y^ {u) durch analytische 
Fortsetzung das Element y^ (u + 2 coi) erhält, so muß dieses nach 
IB, § 66, IV die Gleichung befriedigen: 

3) y" + A(w + 2cj)^+f^{u + 2D>)y = 

(wir gebrauchen die Akzente als Zeichen der Differentiation nach «). 
Sind /"j und f^ periodische Funktionen mit der Periode 2 (o, so fällt 
diese Gleichung mit der ursprünglichen (1) zusammen. Dann folgt 
aus Satz II: 

in. Sind die Koeffizienten der Gleichung (1) periodische Funk- 
tionen von y mit der Periode 2 a); sind y^ (u\ y^ (m) zwei der Gleichung 
genügende linear unabhängige Funktionselemente mit einem gememschaft» 
liehen Definitionsbereiche; sind endlich y^ (ii + 2 (»), y^i^u '\' 2 co) zwei 
Funktionselemente, die aus den beiden ersten durch simultane analytische 
Fortsetzung entstehen, so bestehen Gleichungen der Form: 

^. l !/i{u + 2w) = a^^y^{u) + a^^y^(u), 

\ ya (^ + ^ ^) = ^21 2/l («) + «22 1/2 (")^ 

in denen die a.j^ von u unabhängige Großen bedeuten. 

Man pflegt das kürzer, wenn auch weniger präzis, so aus- 
zudrücken : 

III a. Bei Vermehrung des Arguments um eine Periode erfahren 
zwei beliebige linear unabhängige Integrale einer linearen Differential' 
gleichung zweiter Ordnung mit periodischen Koeffizienten eine homogene 
lineare Substitution mit konstanten Koeffizienten. 

Man kann nun fragen, ob es nicht möglich ist, hier eine lineare 
Substitution von besonders einfacher Form dadurch zu erhalten, daß 
man das Paar von Integralen, von dem man ausgeht, in besonderer 
Weise wählt. Irgend ein Integral 

5) yW = Ciyi(")+'C2y2(«) 

geht bei der Substitution (4) über in: 

6) y (m + 2 (o) = (aji c^ + a^^ c^)y^ {u) + {a^^ c^ + a^^ c^)y^ [u)\ 

es wird also das neue Integralelement gleich einem konstanten 
Vielfachen des alten sein, wenn die Gleichungen bestehen: 

^12 ^1 "t" ^22 ^2 ~ ^ ^2 ' 

Diese Gleichungen können aber nur dann für Werte von c^ 
und Cg, die nicht beide gleich Null sind, zusammen bestehen, wenn 
die Determinante: 

22* 



7) 
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8) 2'W=h""' ""J 

Null ist, wenn also mit X eine Wurzel der Gleichung: 

9) Dß) = 
oder ausführlich geschrieben: 

i-' - (oii + a^j)A + öii aa2 - «i» «ai = 
bezeichnet wird. 

Wäre fljj flj, — «la "ii ~ ^' ^^ wären y, (m + 2o>) und i/, (m + 2«) 
nicht linear nnabl^ngig Toneinander. Das kann aber nach I B, § 66, IT 
nicht sein, da y, (u) und ^^ [u) als Toneinander linear unabhängig 
vorausgesetzt waren. Also hat die Gleichung (9) in jedem Falle 
mindestens eine endliche und von Null verschiedene Wurzel. Nimmt 
man diese in den Gleichungen (7) für X, so gibt es stets Werte 
von Cj und c^, die diese Gleichungen befriedigen und nicht beide 
gleich NoU sind. Also gilt der Satz: 

IV. Unter den Integralen der Gleichung (1) ist unter den catn 
gegebenen Voraussetzungen stets mindestens eines, das sich bei Vier- 
mehrung des Arguments um eine Periode bis auf einen konstanten 
Faktor reproduziert. 

Will man über diesen Satz hinaus tiefer eindringen, so muß 
man verschiedene Fälle unterscheiden: 

1. Die Gleichung (8) hat zwei verschiedene Wurzeln X^ und X^ 
Dann gehört zu jeder dieser Wurzeln ein Integral der Glei- 
chung (1], das bei Vermehrung des Arguments um eine Periode 
diese Wurzel zum Multiplikator hat: 

jl, j y,(. + 2»)-J,3,,(«), 

I y,(» + 2<») = J,y,M. 

Diese beiden Integrale müssen linear unabhängig sein; denn wenn 
sie sich nur durch einen konstanten Faktor unterschieden, mOßten 
sie denselben Multiplikator haben. 

2, Die Gleichung (9) hat nur eine (Doppel-) ff urzel ij. 
Dann sind wieder zwei Unterfälle zu unterscheiden. 

2A. Mckt alle Vnterdeterminanten der Determinante (8) werden 
Null, wenn man A = A, setzt. 

Dann geben die Gleichungen (7) für i = A, einen wohlhestimmten 
Wert des Koeffizientenverhältnisses c^:c^\ es gibt also in diesem 
Unterfall, abgesehen von einem konstanten Faktor, nur ein Integral 
der Gleichung (1), das X^ zum Multiplikator hat. Wir können an- 
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nehmen, dieses Integral sei als das oben mit y^ bezeichnete ge- 
wählt, so daß: 

sei und die Gleichung (8) sich auf: 

reduziert. Wäre nun a^^ von a^^ verschieden, so hätte diese Glei- 
chung noch eine Yon A^ verschiedene Wurzel (nämlich eben a^^^ 
und es gäbe folglich noch ein Integral der Gleichung {\\ das diese 
Wurzel zum Multiplikator hätte, entgegen dem, was oben bewiesen 
ist Also muß, wenn wir die angegebene Verfügung über y^ treffen, 
«82^^11' ^2^0 werden; und jedes von y^ linear unabhängige 
Integral hat die Eigenschaft, daß: 

11) ^2 (« + 2 ») = «21 yi M + Ky^{^) 

ist Der Quotient y^/^i erfüllt in diesem Falle die Gleichung: 

12^ y, (t< + 2 0)) ^ y,(t*) , a^ 

^ yi(f* + 2ö) y^{u) "^ Ai ' 

2B. Alle Unierdeterminanten der Determinante (8) werden Null, 
wenn man Ä = Ä^ setzt, mit anderen Worten, es ist a^^ = a,^^ = A^, 

^12 = ^21 == 0- 

Dann sieht man, daß jedes Integral der Gleichung (1) bei Ver- 
mehrung des Arguments um 2 co sich bis auf den konstanten Faktor ^ 
reproduziert; wenn man zwei beliebige linear unabhängige Integrale 
mit y^ und y, bezeichnet, genügen sie den Gleichungen (10) 
für A^ = Xy 

Wir nehmen nun weiter an; die Koeffizienten der vorgelegten 
Gleichung hätten außer der einen Periode 2 co^ noch eine zweite 2 m^ ; 
übrigens halten wir an der Voraussetzung fest, daß sie eindeutige 
Funktionen von u seien. Für die zweite Periode gelten dann 
analoge Folgerungen ^ wie für die erste; auch zu ihr gehört eine 
lineare homogene Substitution mit konstanten Koeffizienten. 

Die nächste Frage ist nun: können die beiden linearen Sub- 
stitutionen Jj und Jj, die der Vermehrung des Arguments bzw. 
um die eine und die andere Periode entsprechen, ganz unabhängig 
voneinander gewählt werden oder besteht zwischen ihnen eine Be- 
ziehung? Man erkennt sofort, daß das letztere der Fall sein muß, 
wenn die Integrale eindeatige Funktionen von u sein sollen. Denn 
man erhält dasselbe Resultat, ob man u erst um 2(d^ und dann 
um 2(x>^ vermehrt, oder erst um 2w^ und dann um 2ci7^. Sollen 
also die y. eindeutige Funktionen von u werden, so muß man das- 
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selbe Resultat erhalten, ob man auf sie erst die Substitution Ä^ und 
dann die Substitution A^ anwendet, oder ob man umgekehrt veir- 
fährt; mit anderen Worten, es gilt. der Satz: 

V. Erfahren zwei eindeutige Funktionen von u bei Vermehrung des 
Arguments um je eine Periode je eine homogene lineare Substitution, 
so müssen diese Substitutionen untereinander vertauschbar sein. 

Wenn wir näher untersuchen wollen, wann das der Fall ist, 
können wir annehmen, die eine der beiden Substitutionen sei schon 
auf eine der oben angegebenen Normalformen gebracht, mit anderen 
Worten, es seien g^ und y^ so gewählt, daß ihr Verhalten bei Ver- 
mehrung des Arguments um die erste Periode entweder durch die 
Gleichungen (10) oder durch die Gleichungen (11) angegeben wird. 
Sollen dann außerdem noch die Gleichungen: 

jgv ( ^1 («« + 2 ö?8) = ffn y\ («) + 5^12 ^2 («)> 

1 ya (" + 2 «s) ^ ^21 Vi («') + 5^22^2 W^ 

so erhält man im ersten Falle: 

l y^iKvi + 922Ky% = K^g^iVi +9229^- 

Sind Aj und Ä^ verschieden, so bestehen diese Gleichungen nur 
dann identisch, wenn g^^ und g^^ Null sind. Dann verhalten sich 
also dieselben Integrale, die sich gegenüber Vermehrung des Argu- 
ments um die erste Periode multiplikativ verhalten, auch bei Ver- 
mehrung des Arguments um die zweite Periode multiplikativ, sind 
also elliptische Funktionen zweiter Art (§ 28). 

Tritt dagegen für die erste Periode der mit 2A bezeichnete 
Fall ein, so daß die Gleichungen (11) bestehen, so erhält man aus 
diesen und den Gleichungen (13) auf demselben Wege statt der 
Gleichungen (14) die folgenden: 

J5X j 9ii^yi +9i2 (^21^1 + ^^2) = ^(5^11^1 +^12^2)- 

l 5^21 ^yi + 922 («21 91 + ^92) = «21 (^11 91 + 5^12 92) + ^i92i9i + 92292)' 
Sollen sie identisch bestehen, so muß: 

^12 «21 = 0, ^22 021 =5^11 «21 
sein. Ist nun a^^^Oj d. h. haben wir es bei der ersten Periode 
mit dem Falle 2 A zu tun, so folgt g^^ = 0, ^j^ = 922> ^* ^' ^°^^ 
bei der zweiten Periode tritt der Fall 2 ein, und ebendasselbe In- 
tegral, das sich für die erste Periode multiplikativ verhält, verhält 
sich auch fiir die zweite multiplikativ. Auch in diesem Falle gibt 
es also ein Integral y^ , das eine elliptische Funktion IL Art ist. 
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Ist endlich a^j = 0, d. h. haben wir es bei der ersten Periode 
mit dem Falle 2B zu tun, so verhält sich für sie jedes Integral 
multiplikatiy; wählen wir also ein Integral, das sich für die zweite 
Periode multiplikativ verhält — was stets möglich ist — , so haben 
wir wieder eine elliptische Funktion II. Art 

Das Besultat dieser ganzen Untersuchung ist also der Satz: 
VI. Wenn jedes Integral einer linearen Differentialgleichung (zweiter 
Ordnung), deren Koeffizienten elliptische Funktionen L Art von u sind, 
eine eindeutige^ im Endlichen bis auf Pole reguläre Funktion von u ist, 
so ist unter diesen Integralen stets mindestens eines eine elliptische 
Funktion IL Art. 

§ 135. Der HERMiTEsche Fall der LAM^schen Gleichung. 

Die allgemeinen Entwicklungen des vorigen Paragraphen finden 
Anwendung auf eine wichtige spezielle Differentialgleichung, die den 
Namen Lamiös trägt. Sie lautet in der Weiebsteass sehen Be- 
zeichnung: 

1) g"=[n{n + l)pu + B']i/; 

dabei wollen wir n als ganze Zahl voraussetzen (weil die Gleichung 
sonst kein in u eindeutiges Integral hat). Was D betriflFt, so hat 
Lam:^ selbst die (in § 138 zu besprechenden) Fälle untersucht, in 
denen der Gleichung durch eine elliptische Funktion erster Art 
Genüge geleistet werden kann; Heemitb fand, daß sie bei will- 
kürlichem £ durch elliptische Funktionen zweiter Art integriert 
werden könne. 

Der Fall n = ist trivial; der Fall eines negativen n kann auf 
den eines nicht negativen dadurch zurückgeführt werden, daß man 
n durch — w — 1 ersetzt. Wir nehmen also im folgenden an, n sei 
eine positive ganze ZaM. 

Wenn wir auf Grund der Resultate des vorigen Paragraphen 
versuchen wollen, ein Integral der Gleichung (1) in Form einer 
elliptischen Funktion zweiter Art zu finden, müssen wir uns zunächst 
überlegen, wo etwa Pole dieser Funktion liegen können. Da sehen 
wir, daß kein Pol in einem zum Nullpunkt inkongruenten Punkt 
liegen kann. Denn ist m = a ein Pol k^^ Ordnung von y, so ist es 
ein Pol (^ + 2)*®' Ordnung von y'\ das verträgt sich mit der Glei- 
chung (1) nur, wenn in ihr der Koeffizient von y m u^ a einen 
Pol zweiter Ordnung hat. Wenn also (1) durch eine elliptische 
Funktion zweiter Art integriert werden soll, müssen alle Pole dieser 
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Funktion im Nullpunkt (und den dazu kongruenten Punkten) ver- 
einigt liegen. Beginnt ferner die Entwicklung von y in der Um- 
gebung des Nullpunkts mit cw^^ so beginnt die von y" mit 
k{k + l)ctt"*-2; da nun die von pu mit «"^ beginnt (§ 18, (2)), 
so folgt aus der Vergleichung der Anfangsglieder in den Entwick- 
lungen beider Seiten der Gleichung (2) nach Potenzen von Uy daß 
k^ n sein muß. 

Zufolge Satz YII von § 28 können wir demnach die supponierte 
Lösung als Produkt von Elementarfaktoren ansetzen: 



2) 



y = ^^"IJ 



aju-oy) ^,^^ 



auaay 



V. 



Logarithmische Differentiation dieses Ausdrucks ergibt^ wegen §23, (4): 
und abermalige Differentiation (vgl. § 23, 5): 

2/" t/'* ^ 

oder mit Bücksicht auf Gleichung (8) von § 23: 

4, |{2,.+,,_i(0±l>n. 



Andererseits folgt aus (3): 



'^r = 9' + Q±^P'^ + 



y 



13^ pu — P tty 



1 ^ fp 'u+p'ar V 



+ i22 



f*^. *' 



(p'u + p' ttfi) (p' u + p' ay) 
(pu - pafi){pu - poy) 



Hier müssen wir nun jedes Glied der Doppelsumme in Partial- 
brüche zerlegen; wir erhalten zunächst (§ 24, I): 

und für die Konstante C erhalten wir durch Berücksichtigung des 
konstanten Terms der Eeihenentwicklung in der Umgebung von 
M = den Wert: 
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Damit geht die Gleichung (4) über in: 

5) I +22i^^{?(« -«.)-?«.} 

+ n[n + l)j9M + (2/1 — l)^pfly> 

Soll sich die rechte Seite dieser Gleichung auf n{n+\)pu + B 
reduzieren^ so muß zunächst ^u herausfallen, d. h. es muß: 

6) ß = 

sein. Ferner muß jeder der Tenne f (m — a^ einzeln herausfallen, 
d. h. es muß für jeden Index v: 

7) 2 ^' ^f*'^P'^ = 
sein. Endlich muß: 

8) {2n^l)±p{a,)^JS 

y = l 

sein. Das Resultat ist also: 

Wenn das allgemeine Integral der Gleichung (1) eine eindeutige 
Funktion von u ist, so hat eines ihrer Integrale die Form: 

9) « <.(«-«,) ^„^^ 

in der die Konstanten Oy den Gleichungen (7) und (8) Genüge leisten 
müssen. 

Von diesen Gleichungen ist eine eine unmittelbare Folge der 
übrigen, da die Summe der linken Seiten der Gleichungen (7) 
identisch Null ist. 

§ 136. Diskussion der einfaclisten Fälie tz == i und n » 2. 

Bevor wir allgemein die Frage nach der Verträglichkeit der 
zuletzt erhaltenen Gleichungen untersuchen, wollen wir die ein- 
fachsten Fälle direkt erledigen. 

Im Falle n = i fallen die Gleichungen (7) von § 135 ganz 
weg, Gleichung (8) lautet einfach: 

1) pa^ = B. 

Diese Gleichung hat zwei im allgemeinen inkongruente Lösungen, 
die wir mit a und — a bezeichnen wollen; jede derselben liefert 
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ein Integral der vorausgesetzten Form, und das allgemeine Integral 
der Gleichung: 

2) y"^{2pu+pa)y 

lautet: 

Im Falle w= 2 haben wir eine Gleichung (7) von § 135, nämlich: 

dazu die Gleichung (8): 

5) ;?aj+;?a2 = |Ä 

Die Auflösung dieser Gleichungen gelingt einfach, wenn man 
zunächst: 

6) öj — «2 ~ ^ 

als Hilfsunbekannte einführt; es folgt nämlich dann aus ihnen 
wegen § 23, (8): 

7) pa ^£ 

und femer wegen § 23, (10): 

8) /(-^)=/W =/(«)• 

Man hat also zunächst einen Wert a zu bestimmen, der der Glei- 
chung (7) genügt und hierauf die beiden von a verschiedenen 
Werte — a^ und a^ aufzusuchen, für die die Funktion p' denselben 
Wert annimmt wie für a; dann ist ein Integral der LAM£schen 
Gleichung für w = 2: 



a'u 



Ein zweites Integral erhält man, wenn man die andere Wurzel der 
Gleichung (7) wählt, die der ersten entgegengesetzt gleich ist; man 
erhält dann auch für a^ und a^ die entgegengesetzten Werte. Das- 
selbe zweite Integral erhält man auch, wenn man in (9) überall u 
durch — u ersetzt; bei dieser Substitution bleibt nämlich die 
LAMf^sche Differentialgleichung ungeändert. 

Was die Bestimmung der Werte a^ und a^ betrifft, so sei noch 
bemerkt: Ist pa^cc, pa^ oder pa^==i, so ist nach (8) und 
§ 18, (6): 
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oder nach Beseitigung der Wurzel | = a: 

10) |' + c^| + «'-ii73 = 0. 

Die eine Wurzel dieser quadratischen Gleichung ist dann pa^, die 
andere pa^] die zugehörigen Werte a^ und a^ selbst bestimmen sich 
hieraus nach Anleitung von § 120. 

§ 137. Bestimmung der Konstanten im allgemeinen Falle. 

Wie eben schon bemerkt, bleibt die LAMfische Differential- 
gleichung ungeändert, wenn man u durch — u ersetzt. Ist also y {u) 
ein Integral von ihr, so ist auch: 

y (m) = y ( - u) 

ein Integral. Ist insbesondere y ein Integral, das sich bei Ver- 
mehrung des Arguments um eine Periode multiplikativ verhält, 
ist also: 

y(?i + 2ö)) = /iy(t/) 

oder (da man u durch u — 2co ersetzen darf): 

y(w- 2w) = /i-iy(w), 
so folgt: 

y(M + 2ö>) = /i-iy(M), 

d. h. hat y für eine bestimmte Periode den Multiplikator fiy so hat 
y für dieselbe Periode den Multiplikator fjL-\ Daraus folgt: 

I. J)as Produkt derjenigen beiden partikulären Integrale der 
LAM±schen Differentialgleichung, die elliptische Funktionen zweiter Art 
sind, ist eine elliptische Funktion erster Art, und zwar eine rationale 
ganze Funktion von pu. 

Das letztere folgt nämlich daraus , daß dieses Produkt eine 
gerade Funktion von u ist, die (nach § 135) nur die zu Null kon- 
gruenten Punkte zu Polen hat. 

Nun kann man, wenn irgend eine lineare DifferentialgleichuDg 
zweiter Ordnung vorgelegt ist, aus ihr eine lineare Differential- 
gleichung dritter Ordnung ableiten, der die Produkte je zweier In- 
tegrale der ersteren genügen. Setzt man nämlich: 

1) r=M2> 

so ist: 

2) y" = 2/i"i/, + !/,'y»' + 2/iy»"' 

Genügen also y^ und y, beide der Differentialgleichung: 
3) y" -py^O, 
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so folgt: 

und daraus durch Differentiation: 

oder: 

4) r"-4j9r- 2/7=0. 

Wir können sagen: 

IL Jedes Produkt zweier Integrale der Gleichung (3) genügt der 
Gleichung (4), 

Sind also y^ und y^ irgend zwei linear unabhängige Integrale 
von (3), so sind y^*, y-^y^y y^^ Integrale von (4), also auch alle 
linearen Verbindungen dieser drei Funktionen. Dieselben sind aber 
linear unabhängig; denn aus einer linearen homogenen Relation 
zwischen ihnen würde eine ebensolche Relation zwischen y^ und y^ 
folgen. Also hat jedes Integral von (4) die Form ay^ + ßy^y^ + 7y'^\ 
und daraus folgt: 

in. Jedes Integral der Gleichung (4) ist ein Produkt zweier In- 
tegrale der Gleichung (3). 

Ist (3) die LAMi^sche Gleichung^ so lautet die Gleichung (4): 

5) T" - 4[n(« + \)pu + 5] r - 2 w(n + \)p'u 7= 0; 

wir haben also zu untersuchen, ob und in welcher Weise dieser 
Gleichung durch eine rationale ganze Funktion von pu genügt 
werden kann. Da wir bereits wissen (§ 135), daß der Grad dieser 
Funktion gleich n sein muß, so können wir die Aufgabe durch den 
Versuch erledigen. Die Rechnung vereinfacht sich etwas, wenn wir: 

6) s^pu —L_^B 

' ^ n(2n — 1) 

als unabhängige Veränderliche einführen; es wird dann: 

T7/ d Y , 

-ttp «+^TsrP«P « + -5^;'»«; 

und Gleichung (5) geht nach Division mit p'u über in: 
I _2n(«+ l)rc=0. 
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Schreiben wir b für — — - und s + b f&r »«, so nimmt diese 

w(2w — 1) ^ ' 

Gleichung die Form an: 

'[_4s^+l2bs^ + {12b^^ff,)s + U^-ff,b^g,]^ 



7a) 



+ ll88^ + S6b8+lSb*^y,] 






dY 



+ [(_ 4n^ - 4w + 12)* + (- 12^2 + 12*)] , 

u s 

-2n{n+ 1)7=0. 
Setzen wir nun versuchsweise: 

8) 7=2«*«*^ 

und setzen in (7 a) den Faktor yon «* gleich Null, so erhalten wir 
zur Bestimmung der Koeffizienten a^ eine Rekursionsformel, in 
der üjc mit: 

j 4Ä(Ä- 1)(Ä^2)+ 18Ä(Ä- l) + (-4n2-4fi + 12)Ä 
) I -2n(n+l) = 2(2Ä + l)(Ä-n)(Ä + «+ 1) 

multipliziert auftritt, außerdem noch ojc + i, 0^ + 2 und au + s] dabei 
sind alle diejenigen Größen a^, deren Index n übersteigt, gleich 
Null zu setzen. Die letzte dieser Relationen enthält also nur a^, 
multipliziert mit 0, ist demnach identisch erfttllt; die vorletzte ent- 
hält a^_i multipliziert mit einem von Null verschiedenen Faktor, 
gestattet also a„_j durch a^ auszudrücken; vermöge der drittletzten 
drückt sich a « durch a und a , aus usw.; und die so er- 
haltenen Ausdrücke versagen für keinen Wert von ä, weil eben der 
unter (9) angegebene Faktor von a^ in keiner dieser Gleichungen 
[k = n — 1, 71 — 2, . . ., 1 , 0) gleich Null ist. Also folgt: 

IV. Hs ist stets möglich, die Gleichung (4) durch eine ganze 
Funktion n'*" Grades zu befriedigen; und zwar abgesehen von einem 
konstanten Faktor nur auf eine Weise. 

Daraus werden wir mit Hilfe von Satz UI schließen können, 
daß sich die LAM^sche Gleichung stets durch elliptische Funktionen 
zweiter Art integrieren läßt. Um diese Funktionen nach Integration 
der Gleichung (4) wirklich zu bestimmen, stellen wir neben die 
Gleichung (1) noch eine andere, die wir folgendermaßen erhalten: 
Aus yC —Wx = uiid y^' ""Vy^ = ö ioi'^ durch Elimination von /?: 

10) yiy,"-yi"y, = o 
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und daraus durch Integration: 

Um nun aus (1) und (11) y^ und y^ zu berechnen, leiten wir aus (1) 
zunächst durch Differentiation ab: 

12) yiy3' + yi>2 = ^'; 

damit erhalten wir: 

und folglicli: 

Dadurch ist die Bestimmung von y^ und y^ auf je eine Quadratur 
zurückgeführt. 

Man kann diesem Resultat noch eine etwas übersichtlichere 
Form geben und dadurch seine Übereinstimmung mit dem von § 135 
nachweisen. Aus der ersten Gleichung (13) folgt nämlich durch 
Differentiation: 



yi" 



Vi 
also: 






y. " Y' 



oder wenn man die linke Seite durch ihren Wert aus der LAMi&schen 
Gleichung ersetzt: 

14) 4 C2 = F2 - 2 TT" + 4 [w(w + l)pu + E] TK 

Man kann daher den Wert der durch die Gleichung (11) eingeführten 
Integrationskonstanten dadurch bestimmen, daß man hier für u 
irgend einen speziellen Wert einsetzt. Wählt man z. B. eine der 
Wurzeln a, ß . . . der Gleichung T{ii) = 0, so erhält man: 

15) C^±^r{a)=±^r{ß)^...; 

dabei gilt immer für die eine von zwei einander entgegengesetzt 
gleichen Wurzeln dieser Gleichung das obere, für die andere das 
untere Zeichen. Infolgedessen kann man setzen: 

16) -y = i2{?(^ " «) - C{u.+ cc) + 2 fc^}; 

denn die rechte Seite hat (eben wegen (15)) die erforderlichen Pole 
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und Residuen und wird außerdem Null für m = 0. Daneben erhält 
man aus: 

nach § 23, (2): 

Setzen wir diese Werte in (13) ein, so erhalten wir: 

also durch Integration: 

18) Ifr^cU^^^e-'^C., 

und ebenso: 

Damit haben wir dieselbe Form der Integrale wie in § 135 er- 
reicht und können den Satz aussprechen: 

V. Wenn n eine ganze Zahl ist, läßt sich die LAUEsche Differential" 
gleichung stets durch elliptische Funktionen IL Art integrieren, 

§ 138. Die LAMi^schen Polynome. 

Die letzten Rechnungen würden etwas zu modifizieren sein, 
wenn das Polynom T durch pu teilbar wäre. Aber dieser Fall 
kann nicht eintreten; denn er würde zu einem Widerspruch mit der 
zu Beginn von § 135 (p. 844) abgeleiteten Relation ä = n führen. 

Femer tritt eine Modifikation der letzten Rechnungen ein, 
wenn (7=0 wird. Dazu ist, wegen der Relationen § 137, (15), er- 
forderlich und hinreichend, daß jede Wurzel der Gleichung 
T{^ = 0, wenn u als unbekannte betrachtet wird, eine Doppelwurzel 
sei; also wenn pu als unbekannte betrachtet wird^ daß jede Wurzel 
entweder eine Doppelwurzel oder gleich einer der Größen e^, e^, e^ 
sei (das letztere nach § 18, p. 47, da T'{u) den Faktor pu hat). 

Man überzeugt sich zunächst, daß Z = in keinem Falle eine 
drei- oder noch mehrfache Wurzel haben kann. Wäre nämlich 
gleichzeitig 

r=o, r, = 0, r" = o, 

so würde aus der Differentialgleichung und aus den aus ihr durch 
sukzessive Differentiation hervorgehenden Gleichungen folgen, daß 
auch alle höheren Ableitungen für denselben Argumentwert Null 
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seio müßten. Ebenso würde, wenn fUr eine der Größen e gleich- 
zeitig Y = 0, 7' = wäre, ava § 137, (7) folgen, daß auch I" und 
alle höheren Ableitungen fUr dieselbe QröBe Null wären; also kann 
keine dieser Größen mehrfache Wurzel sein. Es folgt somit: 
L Im Falle C = hat das Polynom Y die Gestalt 

1) Y==c^{pu-e,y-(pu-e,y.{p« - «,^■^(;'« -;>«)*, 

in der jede der drei Zahlen s entweder oder 1 bedeutet. 
Daraus folgt (vgl. % 187, (13)), daß in diesem FaUe: 

2) H=yi - c ypu - e," ^pu - Cj" ]/ptt - e^'Xlipu ~pa) 
wird, also: 

n. Im Falle C =s liefert die Metkode des vorigen Paragraphen, 
abgesehen von einem konstanten Faktor, nur ein Integral der LAuischen 
Differentialgleichung; und zwar ist dasselbe eine elliptische Funktion 
I. Art und I. oder II. Stufe (Tgl. § 30). 

Für gerade n sind (wegen 1) alle drei g oder nur eines gleich 0; 
für ungerade n keines oder zwei 

Die genauere Diskussion der Gleichung (14) zeigt, daß C eine 
ganze Funktion (2 m + 1)'*° Grades des in der Differentialgleichang 
auftretenden Koeffizienten B ist. Daraus folgt, daß es zu jedem n 
2n + l Werte dieses KoefBzienten gibt, für die die LAwftscbe 
Differentialgleichung je ein Integral der Form (2) besitzt. Man 
nennt diese Integrale ZAUEiche Polynome. 

Um die übrigen Integrale der LAMfiscben Differentialgleichungen 
in diesen Fällen zu finden, bedient man sieb der altgemeineo 
Methode, die die Ordnung einer linearen Differentialgleichung za 
erniedrigen erlaubt, wenn ein partiknläres Integral bekannt ist. Ist 
nämlich y.^ ein solches, so führe man durch die Substitution: 

3) y = yi' 

eine neue abhängige Veränderliche in die Differentialgleichong ein; 
man erhält: 

y^ z" + 2y{z- + y^' z = \n{n + \)pu + B\y^z 
oder da ^^ der liAuEischen Gleichung genügen sollte: 

?!«" = - 2^1 V, 
woraus durch Integration: 



(■du 
''i + "a —¥ 



Die hier verlangte Integration kann in jedem Falle mit EUlfe des 
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Satzes § 24, 11 ausgeführt werden. In der Umgebung jedes Null- 
punkts a von y^ besitzt y^ eine Entwicklung der Form: 

yi = (y/)« (m - ö) + —Q-^i^ -«)»+..., 

da vennöge der Differentialgleichung y^" mit y^ zugleich Null wird. 
Infolgedessen enthält die Entwicklung von y^-^ f^j. keinen Pol 
Glieder der Ordnung (— 1); also enthält z keine Logarithmen, und 
es gilt der Satz (vgL § 57): 

Wenn ein Integral der LAMESchen Differentialgleichung ein Lame' 
sches Polynom ist, ist der Quotient z irgend eines anderen Integrals 
geteilt durch da^ erste ein elliptisches Integral IL Gattung, 



SECHZEHNTEE ABSCHNITT. 



Das sphärische Pendel. 

§ 139. Aufstellung der Differentialgleichungen des Problems. 

Unter einem mathematischen sphärischen Pendel versteht man 
einen schweren Punkt, der mittels eines als gewichtslos betrachteten 
Stabes an einem festen Punkte aufgehängt, also gezwungen ist, sich 
auf einer Kugelfläche zu bewegen. 

Um die Diiferentialgleichungen der Bewegung eines solchen 
Punktes aufzustellen, führen wir zunächst ein rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem der ar, y, z ein, dessen Nullpunkt mit dem Auf hänge- 
punkt zusammenfällt und dessen positive z-Achse der Richtung der 
Schwere entgegengesetzt gerichtet ist. Die Masse des Pendels, die 
ohnedies aus den Formeln herausfällt, nehmen wir gleich 1 an, die 
Intensität der Schwere bezeichnen wir mit g, den Kugelradius (die 
Länge des Pendelstabes) mit i/, die Spannung des Stabes mit N, 
Dann lauten die Gleichungen: 



1) 



d^x 
dt^ 


= — 


Nx 
L ' 


d'y 




Ny 


dt^ 




L ' 


d^x 




-Nx 



■ dt^ ~ L ^' 
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zu ihnen tritt noch die Gleichung der Kngel: 
2) x^ + i/^z^^ 2* 

mit der aus ihr folgenden Differentialgleichung: 

§ 140. Reduktion auf Quadraturen, 

Durch EUmination der Spannung, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, durch Benutzung der allgemeinen Prinzipien der Mechanik 
erhält man aus den Gleichungen (1) von § 139 zwei unmittelbar 
integrable Kombinationen. 

Multipliziert man nämlich der Reihe nach mit dxjdt, dyjdt, 
dzjdt und berücksichtigt die Grieicbung (3), so erhält mau die 
Energiegleickung : 

Die hierdurch eingefilhrte Bnergiekonstante H muß jedenfalls der 
ÜDgleichnog: 

2) E-^-lgL 

genügen, da sonst die linke Seite von (1) für alle mit den Bedin- 
gungen der Aufgabe verträglichen Werte von z, für die nämlich 

3) - Z ^ 2 ^ i 
ist, negativ wäre, was nicht Bein kann. 

Eliminiert man femer die Spannung nur aus den beiden ersten 
GHeichungen (1) von § 139, ao erhält man die Fläckengleichung: 

*' 'IIJ - «IIT - "■ 

Die hiermit eingeführte FlächenkortsiarUe C ist zwar an und für sich 
ganz willkürlich; wenn aber H bereits gegeben ist, kann C gewisse 
später (§ 141, (1)) anzugebende Grenzen nicht überschreiten. 

Die Gleichungen (1) und (4) nehmen eine einfachere Gestalt an, 
wenn man in der xy-Ebene durch die Gleichungen: 
5) X = r cos <p, 1/ = r siü(p 

Polarkoordinaten einfuhrt; nämlich: 



'+^'(4fr+(^r"2.'+^^ 
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Die Gleichungen (2) und (3) von § 139 werden dabei: 
8) r« + z2 = Z»; 

ft\ dr . dx f>. 

Aus den so umgeformten Gleichungen kann man ohne neue Inte- 
gration r, drjdt und dcp/dt eliminieren (qp selbst kommt gar nicht 
vor); man erhält zunächst aus (6) durch Multiplikation mit r^ und 
Berücksichtigung von (9): 

und daraus mit Hilfe von (7) und (8): 

10) ^'(4t)' = (^- 2y^)(^'- z^ - CK 

Da in dieser Gleichung die unabhängige Veränderliche (die Zeit) 
explizite nicht vorkommt^ geschieht ihre Integration durch die 
Quadratur: 

11) ^=r- ^^^ 



«.2 

r 



.^r:ry 



y{H- 2gx)(L^ -*»)- C* 

«0 

in der Zq den Anfangswert von z bedeutet; also durch ein elliptisches 
Integral L Gattung, 

Die Bestimmung des Winkels (p geschieht dann zufolge (7) 
durch die zweite Quadratur: 

GL d% 



12) y -. e,p^ = J____ 



-]/(H-'2gx){U--%^)'- G^ 

«0 

(unter (p^ den Anfangswert von q) verstanden); also ebenfalls durch 
ein elliptisches Integral, und zwar, wie wir sehen werden, durch ein 
solches III, Gattung, 

§ 141. Diskussion der gefundenen Lösung. 

Für die Einsicht in die Natur des Bewegungsvorganges ist vor 
allem wichtig zu erkennen, daß die Verzweigungspunkte der auf- 
tretenden Quadratwurzel in jedem Falle alle reell sind. Dazu führen 
die folgenden Überlegungen: 

Bei gegebener Anfangslage und gegebenem Wert der Anfangs- 
geschwindigkeit erhält man den größten Wert für C, wenn die An- 
fangsgeschwindigkeit zur jzr- Achse senkrecht, wenn also: 

23* 
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ist\ Dann ist aber nach § 140, (6) und (7): 

also ist allgemein: 

1) C^^r,^H^2gz,). 

(Die rechte Seite dieser Ungleichung ist nach § 140, (1) stets positiv). 
Daraus folgt, daß die in den Gleichungen (11) und (12) unter 
dem Wurzelzeichen stehende ganze Funktion dritten Grades: 

für z = z^ nicht negatir ist; es ist nämlich: 

f{z,) ^jj{H-2ffz,) [L^ - z-^ - r,\ 

also nach § 140, (8) ^ 0. Somit erhalten wir für die Vorzeichen 
der Werte von f{z) folgende Tabelle:^ 

jr=— 00 — L Zq L +00 
/'(2r) = -00 ^0 ^0 ^0 +00, 

und damit den Satz: 

I. Im allgemeinen hat die Gleichung f(z) = drei verschiedene 
reelle Wurzeln: eine ztmschen — Z und Zq, eine zwischen Zq und i, 
eine zwischen L und + oo. 

Ausnahmen können nur eintreten: 

a) wenn 2^0 = ± X ist; dann muß (7=0 sein und die drei 

Wurzeln sind — X, + i, — — , so daß eine Doppel wurzel auftritt, 

wenn Z? = ± 2^X ist; 

b) wenn C^ =:^r^{R -^2gz^ ist, da dann f{zQ) = ist. In 
diesem Falle ist: 

L^f{z) = {H^ 2gz)[L^ - z^) - (Ä - 2gz,)[L^ - z,^ 

^[z^z,)[^^2gL^^H[z + z^)+2g{z^ + zz,+z^^', 

also ist, je nachdem 2^(3 2^0^ — i^) — 2Z?2:q > oder < ist, noch 
eine Wurzel zwischen Zq und L oder eine zwischen — L und z^ 
vorhanden, außerdem jedenfalls eine zwischen L und + 00. Nur 
wenn g {^ z^^ — L^ — H z^ = ist, ist z^ Doppelwurzel. 

Das Auftreten einer Doppelwurzel ist also hier wegen der ün- 



* Für ro s= muß bei jeder Anfangsgeschwindigkeit C = sein. 
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gleichungen § 140, (2) und § 141, (1) durch je zwei Relationen zwischen 
den Eonstanten bedingt: 

3) entweder: z^^ L und if= ^gL 

4) oder: z^^^ L und H ^ — 2g L 
I oder: C^ ^t,\E ^2gz,) 

^ \ jmdi Hz^^g[%z,^^L\ 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt noch: 

6) C'z,^^2g{Z'-^z,^)'; 

sie können also niemals zusammen bestehen, wenn Zq positiv ist. 
Dm noch näheres über die Wurzeln von f(z) zu erfahren, bilden wir: 

7) • L^f{z)^Qgz^^2Hz''2gL^. 

Die Nullpunkte dieser Funktion sind in jedem Falle reell und 
haben verschiedenes Zeichen. Da die algebraisch kleinste Wurzel 
von f[z) kleiner sein muß, als die algebraisch kleinste von f[z\ so 
folgt hieraus: 

n. Die algebraisch kleinste Wurzel der Gleichung f(z) = ist 
stets negativ. 

Daß die algebraisch größte Wurzel stets positiv ist, geht schon 
aus Satz I hervor; die mittlere Wurzel hat dasselbe Vorzeichen 
wie JSi^-C*. 

Indem wir uns zunächst zur Untersuchung des allgemeinen Falles 
wenden, bezeichnen wir die Wurzeln mit z^, z^, z^j so zwar, daß: 

8) ^1 > ^2 > -2^8 

ist. Das Integral § 140, (11) geht dann über in: 



9) ^=^r 

^ 1/2(7 J 



dx 



y2gJ l/(x-«i)(*-«,)(*-.i^) 

«0 

Aus dieser Gleichung ist die Änderung von z im Verlauf der 
Zeit zu entnehmen. Ist die Anfangsgeschwindigkeit nach oben ge- 
richtet, so ist der Quadratwurzel für ^ = 0, z = Zq der positive 
Wert beizulegen, z nimmt also zunächst zu und zwar bis z^\ denn 
dieser Wert wird nach einer endlichen Zeit erreicht, da das bis z^ 
erstreckte Integral nach §7,1 endlich ist Darüber hinaus kann 
z nicht zunehmen, da sonst die Quadratwurzel imaginäre Werte er- 
halten würde; also muß von da ab dzjdt negativ werden, die 
Quadratwurzel muß negativ genommen werden und z nimmt ab bis 
zu dem Wert z^, der ebenfalls nach endlicher Zeit erreicht wird. 
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Von da nimmt z wieder zu bis ?, usw. Da man für den Fall 
einer nach unten gerichteten Anfangsgeschwindigkeit entsprechende 
Besultate erhält, bo kann man den Satz auesprechen: 

IIL Das Pejtdel bewegt sich fortwährend zwischen den beiden 
Parallelkreisen z = z^ und z = Zg hin und her; die Bauer einer Periode 
(Hin- und Rückweg) beträgt: 



10) 2 0), = -r^^ — ; 

der Fall dauert ebensolange wie da» Aufsteigen. 

Das Integral § 140, (12) können wir schreiben: 

Daraus geht vor allem hervor: 

IV. I)er Winkel rp wächst beständig oder nimmt beständig ab, je 
nachdem C "> oder < ist; die durch das Pendel und die x-Ackse 
gelegte Vertikalebene dreht sich also beständig in demselben Sinne. 

Während einer Halbperiode von z nimmt der Winkel cp zn um: 



dt. 



12) * = / 



Ldi 



i'-*' V 2 irl/^-^) (»,-*)(»-%) 



Für diesen Winkel <i> kann man zwei Grenzen angeben, zwischen 
denen er eingeschlossen ist, wenn man heachtet, daß in dem 
Integrationsintervall : 

Zj - Zg ^ Zj - 2 ^ Tj - Zg 

ist; man erhält: 

13) ■ , ^ 0„ > > -=i^ (f>,, 



wo 0g durch das Integral: 



y2ff (L'-«')y(^.-it) (»-»,) 

gegeben ist Es ist also 2 </>„ gleich dem auf der rechten Seite 
stehenden Integrale, genommen auf einem' Wege, der die beiden 
Verzweigungspunkte «^ und z^ umgibt Ein solcher Weg kann auf 
je eine Umkreisung des unendlich fernen Punktes und der beiden 
Punkte ±Z zusammengezogen werden; es ist also nach IB, § 45, 
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II und Y2(I>Q = 2niX der Summe der Eesiduen der zu integrieren- 
den Funktion in diesen Punkten. 

Das Residuum im Unendlichen ist 0, das in +L: 

- C 

2l/'2>(^-L)(L-^'8y' 

das in — ü: 

G 



2l/2^(«, + L)(-L-«8) 
Somit ist:^ 



14) 






_ nG . / 2Z»' + 2iti«, +2 



V(L«-«,')(L«-V) 



»)(L»-«,') 

Dieser Ausdruck läßt sich noch etwas übersichtlicher schreiben, 
wenn man die Ausdrücke der Koeffizienten der Gleichung (2) durch 
ihre Wurzeln benutzt Man hat nämlich; 

16) z^ Zg + Zj Zg + Zj Zj = — Z* 

1 71 0« - HL' 

Aus (16) folgt: 
damit aus (15): 



2 ^ »2 + *3 

und folglich aus (17): 

(Diese Gleichung zeigt, daß z^ + z^ stets negativ ist) Man kann 
somit den Ausdruck (14) ersetzen durch: 

21) 2 a> = 7t]/ ^^^ + 2x,x, + .2 y (£^"^) (L^ - V) , 

Andererseits ist nach (18): 

__ L^ + 2x^Xs + ^3' -.__-».■ i^' + 2 a^ a^ + a^a' 

' '" -fe+^s) ' "^1 ^2- -(^+^8) ' 



* Die beiden Quadratwurzeln im Nenner von 0q sind mit demselben 
Vorzeichen zu nehmen ; He0n beim Durchgang durch * = 00 ändert die Wurzel- 
große ihr Vorzeichen. 
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also folgt aus (18): 
und: 



Die erste dieser Grenzbestimmungen zeigt, daß in jedem Fall: 

24) > ^ 

ist Die zweite ergibt kein so einfaches Resultat^ da der rechts 
stehende Ausdruck über alle Grenzen wächst, wenn man erst z^=^ — L 
setzt, und dann zur Grenze z^^ L übergeht (was mit der Bedingung 
z^-\- z^^Q verträglich ist). 

§ 142. Darstellung der Höhe als Funktion der Zeit 

durch Thetaquotlenten. 

Durch Umkehrung der Gleichung (9) des vorigen Paragraphen 
können wir die Höhe z des Pendelpunktes über der ar-y-Ebene 
explizite als Funktion der Zeit darstellen. Um das auszuführen, 
müssen wir die Formeln (7) bis (9) von § 56 für unseren jetzigen 
Zweck einrichten. Wir werden vor allem wünschen, daß reellen 
Werten der Zeit auch reelle Werte des Thetaarguments entsprechen; 
dazu ist erforderlich, daß wir einen der Endpunkte des in § 141, IH 
genannten Intervalls mit a^ bezeichnen. Femer ist zu beachten: 
die damaligen Formeln bezogen sich zunächst auf den Fall, daß 
alle Verzweigungspunkte im Endlichen liegen; wir können aber den 
erforderlichen Grenzübergang sofort ausführen. Identifizieren wir 
z. B. die damals mit u^y «j, a^y a^ bezeichneten Größen der Beihe 
nach mit z^, z^, z^, oo, so erhalten wir aus jenen Formeln zunächst: 



' X — X^ V Xi — X^ x^i^ {V 



) 



2) — '— = l/ ' 

und hieraus durch Division z. B. noch die folgenden : 



5) ^ - ^3 = yi^i - ^3) ih - ^3) :^ 



w 
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Das in diesen Formeln auftretende Argument v ist durch die 
Gleichung: 



6) « = -!-/ 



z 

dx 



definiert, hängt also mit der Zeit t (§ 141, (9)) durch die Gleichung 
zusammen: 

7) v^-1 L_f. 

2 Gl. 2 G). </ 



dx 



2 ü)i 2 ©1 «^ Vf^ 

«0 



Ist die Anfangsgeschwindigkeit nach oben gerichtet, so ist in (7) 
auf dem kürzesten Wege zu integrieren; ist sie aber nach unten 
gerichtet, so ist von z^ zunächst bis z^ und von da wieder nach z^ 
zurück zu integrieren; mit anderen Worten, es ist zu setzen: 



«0 

1^ . 1 . i r dx 



8) V — i- + L + .±.C 

2(01 2 2©! J V/(;:&) 

Besondere Beachtung erfordert noch die Bestimmung der Vor- 
zeichen der Quadratwurzeln in den Formeln (1) bis (5). In den 
allgemeinen Formeln von § 56 sind die den Wurzeln beizulegenden 
Werte bis zu einem gewissen Grade willkürlich; nämlich insoweit, 
als die verschiedenen Formeln vermöge der zwischen den Theta- 
quadraten bestehenden Relationen miteinander übereinstimmen 
müssen. In unserem Falle aber müssen wir dafür sorgen, daß wir 
mit den Ergebnissen von § 141 in Übereinstimmung bleiben; das 
ist dann und nur dann der Fall, wenn wir die Quadratwurzel in (1) 
und (2) negativ, in (3), (4) und (5) positiv nehmen. 

Für manche Zwecke bieten die Weibesteass sehen Funktionen 
Vorteile. Um die auf sie bezüglichen Formeln (4) und (5) von § 56 
hier anzuwenden, machen wir in ihnen den Grenzübergang: 

2 n 

9) lima3 = 00, lim a^ce^^^ jj- 

und identifizieren r^, Zg, z^ der Reihe nach mit a^, a^, a^; wir er- 
halten dann: 

'i "" ^2 ~ 071 ^^1 ~" ^2)» ^2 ■" ^3 ™ 2T«(^2 ~ ^2^ 

10) : 

'1 - «» = 2i;i (^1 ~ ^»^ 
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^1 2L' 


^, 


- ',)- 


S 


(^1 


-h)i' 


^3 2L' 


', 


-',)- 



") p'-'^-fp 



Verzichten wir auf den Vorteil, daß reellen Werten der Zeit auch 
reelle Werte des Arguments u entsprechen, so können wir noch 
einfachere Formeln erhalten. Setzen wir nämlich: 

12) limc, = 00, lima,,«! =^ — -A 

und identiüzieren a^, a^, a,^ der Reihe nach mit z^, z,, z^, so er- 
balten wir: 

13) » - '. - ^ (7», - «.). (« - 1> 2. 3)- 

In diesen Formeln entsprechen reellen Werten der Zeit Werte 
von u^, deren imaginärer Bestandteil gleich der Hälfte der rein 
imaginären Periode ist; es ist nämlich: 



"^^/Ä)^*^*-^/] 



§ 143. Darstellung des Winkels rp als Funktion der Zelt 

Will man auch den Winkel rp explizite als Funktion der Zeit 
darstellen, so erhält man die analytisch (wenn auch nicht für die 
Dumerische Bechnung] einfachsten Formeln, wenn man an die letzten 
Formeln von § 142 anknüpft. Den Werten z= — Z und z = + L 
entsprechen nämlich dann zwei Werte Mj = a und Kj = J, von denen 
der erste rein imaginär ist, während der reelle Bestandteil des 
zweiten gleich ojj ist Für jeden dieser Werte ist: 

') - m-i-' 

da andererseits vermöge § 142, (13): 

2) Tf = -^J" ". 

ist, so folgt: 

Wählt man — was noch freisteht — a nnd b so, daß ihre imagi- 
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nären Bestandteile zwischen und (03 fallen, so wird p' a negativ, 
p' b positiv imaginär (vgl. § 86, IX). Also hat man, wenn C positiv ist, 

8) ^p a^pb = -^ 

zu setzen. Damit geht die Gleichung (11) von § 141 über in: 

du^ L^ -x^ 2L\L -X "^ L-hx] 

= -^| '—+ ' \ 

4L^l pUi — pb pUi — pa ] 

2i \pui — pb ptii — pa i 

Hier kann die Integration mit Hilfe von § 20, (1) sofort vollzogen 
werden; man erhält: 

4) 2 »> = log ■^i"' + "i "^i^ + ^2 - 2 "1 iC^ + ^b) + C. 

* ^ ^ (t(Ui — a)a(Ui ^b) ^^^ ■ =» / ■ 

Aus dieser Gleichung erhält man den in § 141, (12) mit 2 </> 
bezeichneten Winkel, indem man die Integratian von irgend einem 
Werte Uq bis zu dem um 2 cj^ größeren Werte erstreckt. Man kann 
aber auch: 



— a 



setzen, so daß als Doppelintegral erscheint, und dann die Reihen- 
folge der Integrationen vertauschen, da die Integrationswege sich 
nicht schneiden (vgl. § 60). Man erhält so: 

b 
= — r- 1 CO^pV dv 



5) 



— a 



Bedingung für die Richtigkeit dieser Gleichung ist, daß a und b so 
wie oben angegeben gewählt werden. 

§ 144. Bewegung eines Punktes auf einer Kugel oline Wirl(ung 

von Kräften. 

In den Entwicklungen der beiden letzten Paragraphen ist auf 
die Möglichkeit keine Rücksicht genommen, daß die auftretenden 
elliptischen Funktionen ausarten (vgl. den IX. Abschnitt). 

Eine solche Auga^tung tritt zunächst ein, wenn eine Wurzel 
der Gleichung f{z) ^ (§ ^^^) ^^^^ndlich groß wird, so daß die 
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Gleichung sich auf den zweiten G-rad reduziert Das ist nur dann 
der Fall^ wenn ^ =s zu setzen ist, d. h. wenn man es mit der Be- 
wegung eines Punktes auf einer Kugel ohne Wirkung von Ejräften 
zu tun hat. 

Die direkte Untersuchung dieses Falles führt zu folgenden fie- 
sultaten: Die Gleichung f[z) = reduziert sich auf: 

1) ^(L2-z2)_ C2 = 0; 

ihre Wurzeln sind:^ 



2) 



'2 



= +|/l2-^, z^^^z^. 



Setzt man demgemäß: 



t^ 






dx 



d^ 

«j 



SO erhält man durch Integration: 

3) 2; =s z, sin V, V = ^^-^r- ^ + arc sin — • 

Damit geht die Gleichung (12) von § 140 bei geeigneter Wahl des 
Anfangspunktes der Zeitzählung über in: 

t V 

_ _ r Cdt _ GL r dv 



V 



^ GL r 



dv 



G' 



Q L* cos' V + -^ sm* V 



oder: 

4) 



tgt; = :^^tg(y-9Po). 



Um aus dieser Gleichung und der vorhergehenden die Zeit zu 
eliminieren und so die Gleichung der Bahnkurve zu erhalten, setzen wir : 

5) z = L sin0. 

Wir erhalten dann aus (3): 

cos^ = 1 — ( 1 — I sin* V = cos* v + sin* v, 

.. ^^_ L{HL^-C')Bm^v 



^ H ist in diesem Fall Dach § 140, (2) stets positiv. 
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aus (4): 

cos'(9 — yj "" HL^coa^v ' 

Die gesuchte Gleichung der Bahnkorre lautet also: 

8) tg'Q = .^^'^7^' sin'(y-yo)- 

Das ist aber die Gleichung^ die die beiden Katheten eines recht- 
winkligen sphärischen Dreiecks verbindet, wenn: 

9) tg/--^^ ^ 

die Tangente des der Seite gegenüberliegenden Winkels ist D. h.: 
Im Fall ff =^ beschreibt der Punkt auf der Kuffel einen Haupt" 

kreis, der unter dem Winkel y ffeffen die Horizontalebene geneigt ist 
Sehen wir nun zu, ob und wie wir dieses Resultat aus den 

allgemeinen Formeln durch Grenzübergang erhalten können. Dazu 

gehen wir am bequemsten von den Formeln (10) von § 142 aus. 

Setzen wir in ihnen: 

10) limy = 0, ^m{2gz^)^H, 
so geben sie: 

11) «1 -^2 = ^i-^3 = ix^j «2-^8 = 0, 
woraus: 

*Q\ i"^ ^ H ^ 

und also nach § 80, (6): 

13) _ . 

Damit können wir den Grenzübergang an den Formeln § 142, (11) 
mit Hilfe von § 80, (12) und (13) ausführen; wir erhalten: 

t A\ H. .a V H X — *a 

' 4 L* 2 4 L* «, — « 

5) —7^ cosec*— = -r^FT — — -^» 

' 4L* 2 4 L« J^ - » 

Diese Gleichungen ergeben sich ganz ebenso aus (3); man muß nur 
beachten, daß v hier von einem um eine Viertelperiode verschiedenen 
Anfangspunkt aus gerechnet ist (für z^z^ wird hier v = 0, dort =;r/2). 
Will man den Grenzübergang auch an den Gleichungen von 
§ 143 ausführen, so bat man zu beachten, daß die Formeln von 
§ 80 nur unter der dort ausdrücklich hervorgehobenen Voraus- 



n ys- 



\ 
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Setzung eineB endlichen Argumentwertes gelten. Diese ist hier für 
keinen der drei Argumentwerte «j, a, b erfllllt; man muß daher 
erst durch die Substitutionen: 

16) «1 = Wg + M, a=- to^ + a, b= — a^+b' 

Größen u, a', b' einfuhren, die auch in der Grenze endlich bleiben. 
G-leichung (4) yoe § 143 geht dann mit Rücksicht auf § 20, (7) zu- 
nächst über in: 

Wenden wir nun die Gleichungen (4) und (14) TOn § 80 an, indem 
wir zur Abkürzung setzen: 

17) ^^^ = v, ^^ai, —=ßi, 
' w, ' fit, ' w, ' ' 

SO erhalten wir: 

lim (2 !» _ 2 ,, (4- + a] + -^ [(a + <.■)• + (« + J')> 

- 2 (« + "■' •t^<°' + *') + "■ 

Hier fallen die mit u multiplizierten Glieder herans, die von u freien 
geben wegen § 80, (11) und § 19, (14) 

2(4' + <■■)(% - ». ^) - - «'^"-^ - |9 + «, 
also einen endlich beibenden Wert; nnd wir erhalten, wenn wir die 
Konstanten in die Definition von if mit hereinnehmen: 

18) «-(".) -log^ii^^lsiF^- 

Es bleibt nur noch übrig, daß wir die Grenzwerte von a und ß 
bestimmen, ä und V sind gegeben durch: 

~c d% , c d^ ,, r dx 

mit Hilfe von (2) folgt daraus: 

19) VifJy«' 



»•-V 


ys 




,, + y.,.-;^- 


«,ys 


-i 


Li 

yw 


log^J^-^ 
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und: 

20) lim a = 0)^+ lim b\ 

(Wegen der Vorzeichenbestimmungen vgl. man § 143.) 
Es wird also, da nach (3) lim o), = -~^ ist: 

21) limai = lim/9e + TT, ]imßi = y log Y^^^ 

und folglich: 

lim 2 2«)- loc. ^'"^ (^ jtÜl - loff tgt; + tg<gt 

oder, da nach IB, § 56, (7): 

log^±i^ = 2iarctg^ 
ist: 

22) lim qp = arc tg 



4- 6 



-^ ctgv 



Aus (21) folgt aber: 

eß-e-^ 



-v^ f 



also geht (22) über in: 

23) cotü = ^^tgy. 

Man sieht, daß diese Gleichung mit (4) tibereinstimmt, wenn 
man wieder die Verschiedenheit des Nullpunkts der Zählung von v 
berücksichtigt. 

Man erhält also durch Ausführung des Grenztiberganges die- 
selben Formeln wie durch direkte Behandlung des Grenzfalles; 
daraus folgt: 

Bei im Verhältnis zu ^ g L sehr großer Anfangsgeschwindigkeit 
bewegt sich das Pendel während endlicher Zeit nahezu auf einem 
größten Kreise. 

§ 145. Asymptotische Bewegung des Pendels. 

Die elliptischen Funktionen arten femer noch aus, wenn zwei 
Wurzeln der Gleichung f[z) = zusammenfallen. Sollen z^ und z^ 
zusammenfallen, so mtissen sie beide = L werden, da sie ja stets 
durch L getrennt sind; das tritt dann und nur dann ein, wenn 
gleichzeitig: 

1) 0^0, H^2gL 



\ 



Das aphärisehe Pendel. 



ist Dann wird aber: 

2) S°^' 9? = tonet, 

d. h. das Pendel bewegt sich in einer Vertikalebene; femer wird 
?, = — Z, also: 

3) .= -Lf %=. 

y2gJ (L-xiYL + x 
Die Substitution: 

führt dieses Integral über in: 



4) 


'-yflJäx 


^=i^fL" 


Setzen wir: 


■ 




5) 


^m 


-■-Ife) 


so erhalten 


wir durch UmkehruDg: 


6) 


s 


= y^Z+',-'.' 



Diese Gleichnng zeigt, daß z mit wachsender Zeit fortwährend 
wächst und sich asymptotisch dem Werte z = L nähert. Dabei ist 

vorausgesetzt, daß die Wurzelgröße in (3) positiv genommen wird; 
ist die Anfangsgeschwindigkeit nach unten gerichtet, so nimmt z 
zuerst ab, bis es nach der endlichen Zeit: 
^VIZ + s. 



-]/^H 



y2L~ 

den Wert — Z erreicht Dort wird dzjdt = 0, aber für die Hori- 
zontalkompouente der G-escbwindigkeit ergibt sich aus § 140, (1) 
der von verschiedene Wert 2'^L. 

um diese Formeln durch Grrenzübergang aus den allgemeinen 
zu erhalten, müssen wir in jenen nicht die rein imaginäre, sondern 
die reelle Periode über alle Grenzen wachsen lassen. Man hat dann 
in den Formeln von § 80 w^ durch o», und die dadurch auftretenden 
trigonometrischen Funktionen rein imaginären Arguments durch Ex- 
ponentialfunktionen reellen Arguments -zu ersetzen. Dabei kann 
man aber nicht unmittelbar an die Formeln (11) von § 142 an- 
knüpfen, weil das dort mit u bezeichnete Integral, dessen untere 
Grenze in z^ liegt, fUr alle z unendhch groß wird; man muß viel- 
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mehr aus ihnen erst mit Hilfe von § 23 (6) (vgl. auch § 46 (2)) 
ableiten: 

i) pu^ «1- pu-e, ""2L«^^i ^3i ^_^' 

WO Mg = (öj — 1« gesetzt ist. Dann erhält man in der Grenze: 

mit: 

9) . = ^. 

Die rein imaginäre Halbperiode cog wird aber in der Grenze: 

-L 00 



10) 



1/27J (L - x)y'L+^ ~ 1/27 J (L + ^) y^^TL 

-00 L 

00 



^ 2iL r äs __ ni^/L 


also ist die durch (9) definierte Größe r in der Tat mit der durch 
(5) definierten identisch und Gleichung (8) geht über in: 

^^) • 77^^ = i 2 j • 

Da sich aus (6) ergibt: 

i;-^ = 2i;-62 = 2i;. ( — - — V, 

so findet auch zwischen (6) und -(11) Übereinstimmung statt. 

Was die Ausführung des Grenzübergangs an den Formeln von 
§ 143 betrifft^ so beachte man zunächst^ daß in diesem Fall: 

12) lim a = 0)3, lim ä = — co^ 

wird. Man erhält also: 

13) Um (2 2» = log(e(2»7«-2,,.)«,) _ 2u^ {rj^ -. ^^) + C =- C. 

Doch ist damit nichts bewiesen, da in der Grenze w^ unendlich wird 
und die Formeln von § 80 für unendlich große Argumente nicht 
gelten. In der Tat k^^n f^^ Anfangsbedingungen, die von den Be- 
dingungen des hier 1. x^x-suchten Falles beliebig wenig verschieden 
sind, der Wert der ^ , j^ 2 ^ noch ein zwischen gewissen Grenzen 
ganz beliebiger aeix^ ^^ 

BüRKHABDT, FunJcüOflg^ .*p Auft. 24 



370 



Das sphärische Pendel, 



§ 146. Bewegung des Pendels auf einem Horizontalkreis. 

Es bleibt endlich noch der Grenzfall zu besprechen, daß 

wird. Da z -- z^ stets negativ ist, ist in diesem Falle {dzjdty 
niemals positiv .und nur 0, wenn z beständig ^ z^ = z^ ist Das 
Pendel bleibt also dann beständig auf einem und demselben Hori- 
zontalkreis; und aus Gleichung (7) von § 140 geht hervor, daß es 
diesen Kreis mit gleichbleibender Geschwindigkeit beschreibt. 

Der Wert dieser Geschwindigkeit läßt sich mit Hilfe der Glei- 
chungen (18) und (20) yon § 141 durch X, g und z^ ausdrücken. 
Setzt man nämlich in ihnen z^^ z^, so folgt aus (18): 



= ^' + ^' 



2x^ 



also 



^1 "*" ^2 2"%, ': 



und damit aus (20): 

also: 

2) 






dg> __ _ , / g 

dt L«-»,2 - [/ -;jj 



Man sieht, daß' z^ negativ sein muß. 

An den Formeln von § 143 ist in diesem FaU der Grenz- 
übergang unter Beibehaltung von Uj auszuführen. 
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